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�3�1�������1�����������������O�����b�����������O�U���1�}�5�H�O _��¡ ¢O£H�5¢O¤¦¥S��������§1����¨[���O©ª©E���_�E�O����������¨�«��O�¬�����5�O���¦��­��O�b®�­����
���°¯O�������D«��¦±²��§/���1�O�����_����³5��«�­����¬����´���­¬«3µ�����������¶7·�����������«<��¸p­¬����«°���O�¹�V�
º
»p·p¼D�/½�­�¨�±¾��§1�²±S¿W¯O�°�������HÀ1�����1«��2Á
���1��Âp�1�1���²ÃpÄ&Å�Æ�©E���]¶7Ä�����¨[�������O�p�¦��ºY�O©@���1­¬§1�pÇ��1­�¯O������­��¾�O�,ÈY���¦��­¬������¯��MÁkÉY�3�1�°��­¬�_�����1�U���E�O­�¯O�}�O�1���
�Ê���1�O�n���2¯O���n¯H­¬�°®Ë��¨!���1����§1�HÃn��«°���5�1��«��O©@³D�O������­¬�_���Ì���1��¨[�O�¬�¬�2®�­��1�Ê�n����³1��Í
Î ÉpÏ��_�1���¬�����1�U���1��­¬�3�n����§1«°��§1�����P³1���O³D���n��­¬���
Ð É�Ñ��n��­¬©E�¦���O���
¢/ÉpÒÓ³/��­¬©@­����¦��­��O����¨&���n��­¬©E�¦��­¬�O�b«���­�������­��
Ô É�Ñ&Õ/³5����­¬©@���_�<���x�1����­¬�O�
Ö É�¶[×¾�5Á¾¯¦���¬­¬���¦��­¬�O��ØÙ�����n��­¬�1�

Ä!�O­¬�M���E¢Ú���1� Ö ®�­¬�¬�3�5�����¬©@�������� _­¬³1³5���Û���1�Ü³D�O­¬�M� Ô ®�­¬���3����«���­�¯O��©Ì§1«k�l�¬�����b�¦�������M��­¬�O�Ý�������Ü­��
�1�������n¯O����ÉÞ�3�1­¬�b©@�����1�@�����¦��©@�O�n�b��¨����1���1�°¯O���¬�O³1©@���M���E®�­¬�¬��«��O�1«������ß³D�O­¬�M� Î �
®�­����à³����n��­¬«�§1�����
�¦�������M��­¬�O�Ú�<�����1��­¬����§1���Ê��¨}á7â_ã°ä�å7á æ¹çMè�áGéêáGå7ëb���1��â�á¬ì°å7áGäHí�îHá¬ì<ï1çMè�áGéêáGå7ë@��¨�©@�H�1���Y�n����§1«°��§1�������Y���1�Ý³5�O­¬�M�
Ð �¹®��1�����U���1��³1���O�1�¬��©ð«���§1�����à�M�]���1��³1���������1«�����¨Ìé¬ñ2ò�ç�é�ñ<óDå7áGô@çVìÌ��¨p���1�����n��­¬©E�¦��­¬�O�]«���­�������­¬�O�Ý­¬�
�kÕ/³1����­¬�1����­¬�@�1�°�<��­¬�¬��É&Ñ&Õ1��©@³1�¬���W³1���°¯���­¬���2¯O���¹©E�¦���1��©E�¦��­�«����/�1�°¯M���¬�O³1©@���M���Ó¶7���1����­��O�O�<Á!���1���O§1�O�1�O§/�
���1���1�����������1§/�����°¨[�������1«����p�������O­�¯O���U®��1������³1����«�­¬���}������§1������«����U�D��¨[�O§1�1�xÉ

õË�@ö
÷�ø�ù�ú�÷��&ûýü þ���ÿ!÷�ÿ��°��þ��
µÚ��«����¬��ì°ë2ì°å¾ã°ô ���1�Ü�1���1����� S ���1��³1�M�H��­¬«������¾�������¬­��¾�������l®��1­¬«<�Ü�O�1�����n¯¦�¦��­¬�O�1�E�����U«��O�¬�¬��«°�����	�3®Y�
��«°���O�����1�Ì�n�H�n����© ���1���O§1�O�L���O©@�EáGä�óDîHåGì

u(t)
���1�L«��O�¬�¬�°«°�Ó­¬�/¨[�O��©E�¦��­��O�����1���O§1�O�����1�Ì�O�1�����n¯��¦��­¬�O�1�

y(t)
��¨p­�����ñ¦îHåêóDîHåGì°ÉlÀ1�O�Ì���1������ O�U��¨p��­¬©@³1�¬­�«�­ �¾�O��©E��­¬�1���(�<�1��«������U��¨p�O�1�����O�1���O�1�����n¯O���Ü�O§/��³1§/�

®�­¬�¬���D�Ì«��O�1��­¬�1�������l¶
y(t)

­¬�����1���(�b��«��������<ÁkÉ�ÈY��«���§1��� S ­¬�Ó�b�������!�n�H������©U�P­��p­¬�Ó��§1�HÃn��«°�����b�����1�1�O©�1­¬�n��§1�������1«����@¶[³D���n��§1�����¦��­¬�O�1�<Ák�,�����¦�p®
�Ê«����¬�3ã�
�
�ñ

�ìÓ���1�L�1���1�����
ε(t)

É��3�1�°��®�­¬�¬�!�D�Ì«��O�1��­¬�1�������:���
�����1�1�O© ¯�����­����1�¬����É&À1�O�P���1�¹©@�O©@���_���O�1�¹©E����«��O�1��­¬�1���

t
���P��­¬©@���¦���1�}���1­¬�1 Ó��¨5���/�H����©@­¬«����M�n�H�n����©�É

���¦�����Y�O�
t
®�­¬�¬�5�D�Ó����³1����«����b�_�E���O©@�p�����1�����/©@�O���p�O���1�������S�Pã��°óDé�ç�äDç�å¾ñ

kë��¦ç�
ká7çMè�é¬ã<ì°�H�O��ã��°ó�ã�
káGôEã°ä�å ç�é

ò<ñ¦äDâ�áGå7áSñ¦ä/ì°�
x
¶[�1���������5��«��O�/¨[�O§1�1�1����®�­��������1���n�<�¦����¯¦����­����1�¬��­¬�U���n�<�¦���k±¾��³���«�������³1���������_�<�¦��­¬�O�5ÁkÉ

Î



��������� ����� �"!$# %��&���('*) �����,+ -�./�0),�1�����2-435��6�6
798�:;:�<;-�=>��?1?@�,# ?0-�ACB,%��CB,�ED�F�G2HI8*F,-�8�:;:�<

¼_�H�n����© S

Ï��H�1��� M(θ)

-

-

u(t)

?

ε(t)

¶[­¬�1³1§/�kÁ

¶[³D���n��§1�����¦��­¬�O�1�<Á

?

6

+

−

y(t)

ºY��­�������­¬�O�-

ÒÓ³/��­¬©@­¬Æ����
?

ym(θ, t)

z(θ, t)

�

7

À&­¬�O§1��� Î ÍWÀ&�¬�2® ��¨&­¬�/¨[�O��©E�¦��­¬����­¬�U­¬�1���M��­ J�«��¦��­¬�O�

�3�1��ôEñ�â_ã°é M(θ)
«��O��������³D�O�1�1�¹���}�O§1�����1���O���°��­¬«�����¯H­¬��­¬�O����¨ S ¶[���O©@��©E�¦���1��©E�¦��­�«����1�4K_§��¦��­¬�O�1�<Ák�

®��1­¬«<�à�1��³5���1�1���O�
θ
���(¯O��«°���O�E��¨@¶[§1�1 _�1�V®��5ÁÌó1ç�
�ç�ôEã°å²ã�
�ì°�

θ ∈ IRp É ÒÓ�1���Ý³�������©@�°����­¬«U©@�_�1���¬�®�­¬�¬���D�E«����1��­��1�������xÉ��3�1�b©@�_�1���W����«���­�¯M���}���1�E����©@�E­��1³1§/�<�
u(t)

�������1�E�n�H�n����© ���1��������³D�O�1�1���_�
ym(θ, t)

ÉML��O³D�°¨[§1�¬���
ym(θ, t)

®�­¬�¬�W�¬�_�O (�¬­¬ ��@���1�E�O�1�����n¯��¦��­¬�O�1�
y(t)

«��O�¬�¬��«°�����Ú�O� S ÉLÀ��O�}�����¦���&®Y��1�����]���L«<�1�H�O���U��³1���O³5���Ê���°�Ê��¨��4K_§��¦��­¬�O�1�U¶G���1��©@�_�1���Y�n����§1«°��§1���2ÁÌ���1�NJ��1�����1���O�_�H����§1�1­¬�1����¨
���1�Ì³�������©@�k�<�°����Ép�3�1­¬�p­¬�����1�Ì³1§1��³D�����Ì��¨Yì°ë2ì°å¾ã°ô á7â_ã°ä�å7á æYò�ç�å7áSñ¦ä�Ép»������}���1�Ì�1­ O,�������1«��Ì�D�°�¾®Y�����L���1�
©@�H�1�°�!�n����§1«°��§1���U¶G���1�Ì�4K_§��¦��­¬�O�1�<Á����1�����1��©@�H�1���!��¨�³�������©@�°�������

θ
Ép×¾�����O©@��«��������p���1�Ì³1�����1­¬«k�<­��O�

��¨	K_§����M��­���­¬���������¦�¹«����1�1���Y�D���O�1�����n¯O���b�O� S �1§/�Y«����@�D��³1�����1­¬«°�����E�_� M(θ)
­¬�����1��©E�¦­¬���O�/Ãn��«°��­�¯O�

��¨&«��O�1�n����§1«°��­¬�O����¨!���1��©@�_�1���SÉW¼H§1«k�PK_§����M��­���­¬�����������1���1�������
z(θ, t)

É
�3�1�RQ��2®���¨3­¬�/¨[�O��©E�¦��­��O�:­¬�Ú�n�H�n����© ­¬�1���M��­ J�«��¦��­¬�O�Ú«����]�5�b��§1©@©E����­¬Æ���������­¬��À&­¬�O§1��� Î É��3�1�

«���­�������­¬�O�]�1��J��1�������1�U���n��­¬©E�¦���O�Ê���1�l«��O��������³5�O�1�1���<�:�L���O�n����¨Ó�1­¬�n�<���1«����D�°�¾®
�����l���1��K_§����M��­���­¬���
y(t)

�����¦���������O�1�����n¯M���l�O�]���1�U�n�H�n����© ���1�Ý���1�O���
ym(θ, t)

�����¦�@������³1�����1­¬«°�����Ý�M�����1��©@�H�1���
��¨
³�������©@�°�������

θ
É��3�1�p���O�¬�3��¨,���1���O³/��­¬©@­�Æ�����­¬�����SJ��1�@���1���D���n�¹¯�����§1����¨

θ
­¬��������©@�W��¨x«���­�������­¬�O�Ê¯����¬§1��É

�3�1�b³1���������1«��U��¨�³D���n��§1�����¦��­¬�O�1�
ε(t)

©E�� ��������1�b�O�1�����n¯¦�¦��­¬�O�1�
y(t)

�����1�1�O© ¶[�O�1�����n¯O���TK_§����_��­���­¬���
«����Ê�D�
«��O�1��­¬�1�������@�����������¬­¬Æ��¦��­��O�1�&��¨5�����1�1�O©Þ¯�����­����1�¬���<ÁkÉ!�3�1�
¯����¬§1�

θ̂
�<���V���O³/��­¬©@­�Æ����&���1�
«���­�������­¬�O�x�

���1�@ã<ì°å7áGô@ç�å¾ãY�¦¨
θ
�/­¬�
�O�/�<��­¬�1���E¨[���O© ���1���O�1�����n¯¦�¦��­¬�O�1�������1��­¬�
���¬���Ì�����1�1�O©�É&µÚ�Ó«����b���H§1�
«��O�1��­¬�1���

���1��©@�����x�O¯�����­����1«����M�°��«�É��_��¨
θ̂
�_���1�@³D�O����­¬�1�������n�Ì����©@­¬�1­�©@­�Æ��Y���1�3¯�����­����1«��
����©E�� ��3���1�����n��­¬©E�¦��­¬���

³1����«�­¬�����1���1­¬�
®�­¬�¬�x�5���O�1����¨!���1���O�/Ãn�°«°��­�¯M����«��O�1��­¬�1��������­¬��¼H��«°��­¬�O� Ô É

U V �@���3úT�xÿP��ùUö¹ÿ!ùb�&�W�
�3�1��«<�1�O­¬«�����¨p��©@�_�1���Y������§1«°��§1����­¬�Ì«����¬�¬����ò<ï1ç�
�ç_ò°å¾ã�
ká X2ç�å7áSñ¦ä�É(× �Ê­¬�Ì«���­���­¬«����7�����1�Ý­¬�M��§1­���­��O����¨G�����
³1�����H�@�L ��°�Ý���O�¬���
­��Ê­¬�Ê��¨Ó��³5��«�­����3­¬©@³D�O�n�<���1«��b��­¬�1«��U­����1��J��1�������1�U«��������Ê®3­����1­¬�]®��1­¬«<�Ý���1�U�D���n�
©@�H�1�°�x®�­¬�¬�,�D���¬�_�O O����¨[�O��É��3�1��«<�1�O­¬«���©E���b­¬�U³����n��­¬«�§1�����
�1��³D���1���O�

• ���1�E���/Ãn��«°��­�¯O�E��¨3©@�_�1���¬�¬­��1�1Í����������H��­¬�}��¨3³1�M�H��­¬«����¹³1�1���1�O©@�����/��³1�����1­¬«°��­¬�O�:��¨3§1�1�O�1�����n¯����1�¬�K_§����M��­���­¬���
z(θ, t)

�V�����n���O�1­����O�1�O��­¬���2������«<�1­¬�1�1��³1�����1­¬«°��­¬�O�b¶[���1�O�n�&�O���¬�O�1��������©��¦��É �1ÉV¨[�O��«��O�M�����O�GÁk�
�����O§1���¦��­¬�O�x�H��­¬�O�����x³1���H«�������­¬�1��¶[«��O©@³1��������­¬�O�x�YJ���������­¬�1�1�/��«k�1�@«����1«����¬���¦��­¬�O�xÉ�É�É<Ák�/��­¬©Ê§1���V��­��O�xÉ�É�É

• ���1�Ó«��O�1�1­���­¬���1�Y§1�1�1���Y®��1­¬«k�E���1�Ó©@�H�1���5®�­¬�¬�5�D�Ó§1�����xÍW�O³5�����¦��­¬�1�Ì�����1�O�Ê¶[�������O�/Z¦��©E�����5��­¬�O�����¬�<Á

Ð



��������� ����� �"!$# %��&���('*) �����,+ -�./�0),�1�����2-435��6�6
798�:;:�<;-�=>��?1?@�,# ?0-�ACB,%��CB,�ED�F�G2HI8*F,-�8�:;:�<

• ���1�}��©@�O§1�M���¦¨�­¬�/¨[�O��©E�V��­��O�U��¯���­¬�����1�����/�°��«�É

[5\�[ ]_^a`cbTdCegfah5ejilknm5opegfq`$rsr(e	tar(`ufavawyxYzC`5^{`5|}op`�~�e�k�eg�am��uzC`$rj�
�Wï�ã°ä,ñ¦ôEã°ä,ñ¦é¬ñ�í�áSò�ç�é1ôEñ�â_ã°é ì�¶[ _�1�2®��¬���1�O�k±¾���������5ÁW���������������E�O��³1�_�H��­¬«������4K_§��¦��­¬�O�1��É&µÚ���O­�¯O������­¬©@³1�¬�
�kÕ1��©@³1�¬��É
�a�g�������0�����¹ñ¦ä/ì°á7â_ã�
}ç�ò<ï�ã°ôÊáSò�ç�é	
�ã�ç_ò°å7áSñ¦ä(â_ã<ì2ò�
ká7èkã�âbçVì

A
θ1−→
θ2←−

B
θ3−→ C .

�xï�ã�çVì<ì°îHôpóDå7áSñ¦ä:ñ���æ$
�ì°å2��ñ

�â_ã�
a�¦áGä,ã°å7áSò<ì�é¬ã�çMâVì�å¾ñ@åGï�ãÊã*��î1ç�å7áSñ¦ä/ì

d[A]

dt
= −θ1[A] + θ2[B] ,

d[B]

dt
= θ1[A]− (θ2 + θ3)[B] ,

d[C]

dt
= θ3[B] ,

� ï�ã�
�ã
[A] � [B] � [C] � θ1 � θ2 � θ3

ï1ç���ã@çÊó�ïHë2ì°áSò�ç�é&ôEã�ç�ä�áGäHí��"�xï�ã@â�á �pã�
�ã°ä�å7á7ç�éWã*��î1ç�å7áSñ¦ä/ìÊåGï�ã°ô�ì2ã°é&��ã<ì
ç�
�ã�áGôpó5ñ2ì2ã�âEè�ë@åGï�ã3ój
káSñ

a�¦ä,ñ � é¬ã�â2í_ãÌñ¦äN�²ç�äDâbçVì<ì°îHôpóDå7áSñ¦ä/ì�çMèkñ¦îHå&�@åGï�ã�îHäDâ_ã�
kéêë¦áGäHí�ó�ï�ã°ä,ñ¦ôEã°ä,ñ¦äj�
�3�1�}��­¬©Ì§1���¦��­��O����¨���³1�1���1�O©@���1�O�¬�O�O­¬«����,©@�H�1���x­¬�����O©@�°��­¬©@���3«��O©@³1��­¬«��¦�����x�1�1§/����¨G��������«�«�§1���¦���

���1��³1���2¯H­¬�1�����O�_�H�U³1�����1­¬«°��­¬�O�1��É
ÒÓ�l���1�������1���@�����1�x�}èkã<ï1ç��2áSñ

�ç�é
ôEñ�â_ã°é ìÊ�O�1���l��­¬© �¦�E����³1���H�1§1«�­¬�1�Ú���O©@���O�1�����n¯O���Û�D�°���2¯H­¬�O��É

Ä!�O���H�1�O©@­��������,��³1�¬­¬�1�����x�1��§1�������1�°�¾®
�O�� _������§1³1³5�O�n��¯M��«°���O��©E��«<�1­¬�1�����x�°��«�É��������Ê³5�O����­¬�1�¬�Ì«����1�1­¬���¦������É
�3�1��­¬����­¬©Ì§1���¦��­��O�U���1�����1�����n��­¬©E�¦��­¬�O����¨&���1��­¬��³�������©@�°���������������O���1�������¬���b��­¬©@³1�¬���1�1§/�����1�°�U���1�O§1�¬�
�D��«��O�1��­¬�1�������:ôEñ

�ã�éêá1�Mã�áGä�å¾ã�
 ó�ñ¦é�ç�å¾ñ

�ì�åGï1ç�ä@ój
<ã�â�áSò°å¾ñ

�ì�¶[­¬�b���1�������1���������¦��³1�����1­¬«°��­¬�O�1�
�O§/����­¬�1�Ó���1�
�����1�O����¨&�O�1�����n¯M�����O§/��³1§/�����������1���������¬­����1���2ÁkÉ

[5\,�  �zC^aegm$r¡m5^af¢^a`5^adCzC^aegm$r£~�`uf¤egdCo
× ��­¬����¨&³�������©@�O§1�M�3­¬©@³D�O�n�<���1«��p���@�1­¬�n��­¬�1�O§1­¬����«��¬���������E�D�°�¾®
�������¾®Y���¾�H³D������¨&�1�O�1�¬­¬�1������­���­�����É

µÚ�������������¦���Ê©@�H�1���x�n����§1«°��§1���}­¬��éêáGä,ã�ç�
 � áGåGïP
�ã<ì¾ó�ã<ò°åWå¾ñ@áGåGì}áGä�óDîHåGì}¶2�P×nÁ¹®��1���

ym(θ, t, α1u1 + α2u2) = α1ym(θ, t, u1) + α2ym(θ, t, u2) ,

®��1­¬«<��«��O��������³D�O�1�1�����@�Ê�¬­¬�1�����
©@�H�1���x­¬�����1�������1���}��¨�ò<ñ¦ä�å2
�ñ¦éPåGï�ã<ñ

kë¦É
µÚ�������������¦���Ê©@�H�1���x�n����§1«°��§1���}­¬��éêáGä,ã�ç�
 � áGåGïP
�ã<ì¾ó�ã<ò°åWå¾ñ@áGåGì3ó1ç�
�ç�ôEã°å¾ã�
�ì�¶2��Ä¹ÁY®3�1���

ym(α1θ1 + α2θ2, t, u) = α1ym(θ1, t, u) + α2ym(θ2, t, u) ,

®��1­¬«<��«��O��������³D�O�1�1�����@�Ê�¬­¬�1�����
©@�H�1���x­¬�����1�������1���}��¨Wì°å ç�å7á¬ì°å7áSò<ì°É
�P×��n����§1«°��§1�����E§1��§����¬��������¯M���(�¬­¬©�­������Ý�1�O©E��­¬�]��¨p¯¦���¬­¬�1­��¾�O�W�1§/�����1��­¬���n��§1�/�Ý­¬�Ì¨7��«�­¬�¬­����¦�����Ý�M�

���1���kÕ/­¬�n�����1«�����¨�«���������­¬«�����������§1������¨[���O© �¬­¬�1������«��O�M�����O�����1���O�n��É Ä&������©@�°�����@���n��­¬©E�¦��­¬���x�
���1�l���1�
«<��������«°������­¬Æ��¦��­¬�O�@��¨P­����¹³1����«�­¬��­¬�O�x�H­��¹�����n�@¨[�O�¥��Ä��n����§1«k�<§1������¶[­¬�@���O©@��«����������/���1�p���n��­¬©E�¦���O�W­¬�¹��­�¯M���
�M�]���Ý�kÕ/³1�¬­¬«�­��Ì�kÕ/³1��������­¬�O�x�Y���Ì¨[�O�¦�P�����n�n±n¼pK_§����������¹�����Ú¶ Ð Á}­¬�l¼H��«°��­¬�O� Ð É Î ÁkÉ�ÒÓ�����1�������1���Ê�����1�x�
�1�O�H±C��ÄÙ¶7»a��Ä¹Á��n����§1«°��§1���������4K_§1­¬�������1��§1���Ê��¨W�1�O�1�¬­¬�1�������n�<�¦��­¬�n��­¬«���¨[�O�p�n��§1�/�H­¬�1�b���1�Ì³1���O³D�°����­¬�°�Ó��¨
���n��­¬©E�¦���O����É�Ï��O�n����¨G�����Ì _�1�2®��¬���1�O�
���������Ê©@�_�1���H�n����§1«°��§1�������O¨[�O�!®��1­¬«<�Ì³�������©@�°�������&����¯O�3�p³1�M�H��­¬«����
©@�����1­¬�1�1�1�����}»a��Ä�É

¢
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[5\2§ ¨"`5^¥xYzC^�va`5vaoT`$r©fazCopwjr(e>xYe_xYz�~�e
�3�1���°¯O�O�¬§/��­¬�O�b��¨&�Ì�/�H����©@­¬«����,�n�H�n����© «������D���1����«���­¬�D�°���M���Ì���°����¨!�1­ O,�������M��­����D�O�
�1­ O,�������1«��@¶[­SÉ ��É
����«�§1�������1«��2Áp�4K_§��¦��­¬�O�1���5®��1­¬«k��������³D��«°��­�¯O������«��O��������³5�O�1�1�Ó�����@«��O�_��­¬�_§1�O§1�p�O���1­¬��«����°���k± ��­¬©@�}©@�H�1���SÉ
»������Ê�����¦�Ì�U«��O�M��­¬�_§1�O§1�²± ��­¬©@�Ê©@�H�1����«����:�D�@�1­¬��«����°��­¬Æ����:����³1���_�1§1«��b�U�1­¬��«����°���k± ��­¬©@�Ê©@�H�1���S�P��É �1É
­¬�L�O���1���p���b¨7��«�­¬�¬­ �<�¦����­����Ó��­¬©Ì§1���¦��­����xÉ�ÒÓ�����1�Ê�����1���������1�x�x���O©@�Ê�1­¬��«����°���k± ��­¬©@��©@�H�1�°�¬�Ó©E�������2¯O�
�1�Ê«°�O�_��­¬�_§1�O§1�²± ��­¬©@��«��O§1�M������³����n��É¹¸p­¬��«����°���k± ��­¬©@��©@�H�1���¬�Y­¬©@³D�O����«��O�1�n������­¬�_���
���b���1�Ó©@������§1����©@���M�
��­¬©@���@¶G���1�°�(���1�O§1�¬�Ú�5�@©Ì§1����­¬³1���Ê��¨Y���1������©@³1�¬­¬�1��³D����­¬�H�5Ák�P®��1���������}���1��©@������§1����©@���_����­¬©@����«����
�D��«<�1�O������­¬�1�1­�¯H­¬�1§������ �@¨[�O�3«��O�M��­¬�H§1�O§1�²± ��­¬©��Ó©@�H�1���¬��É

[5\0ª ¨"�a`5zCw>e«`5|Rw>`�~¬tndCe>­Wz�x9®
ºY�O©@³1�¬�kÕ��n����§1«°��§1�����Ó����¯M��©@�O���}�1�������°���Ó��¨�¨[�������1�O© ¶G���1�°������¯O��©@�O���}³�������©@�°�������<Á����1�����1�����°¨[�O���
©@�O���Ì«���³����1­¬�¬­��¾�U��������³1���H�1§1«��Ê«��O©@³1�¬�kÕ��D������¯H­¬�O����Í����1�Ê©@�H�1���&������³D�O�1�����}�¦¨G�����Ó���n��­¬©E�¦��­¬�O����¨W���1�
³�������©@�°�������}®�­¬�¬�W�5�b«��¬�O�����}�������1�b�O�1�����n¯¦�¦��­¬�O�1��¨[�O����«��O©@³1�¬�kÕÚ�n����§1«°��§1���E�������Ú¨[�O�Ì����­¬©@³1�¬���O�1��É
L��2®Y�°¯M�����Y���1�����1�1­���­¬�O�����Y�1���O�������@��¨p¨[�������1�O©ð��¨��L«��O©@³1�¬�kÕÝ�n����§1«°��§1�������1�O§1�¬�Ý�1���@�D�U��©@³1�¬�V�O���
���(����³1���H�1§1«������1�U³D���n��§1�����¦��­¬�O�1�4¯]�3�1�U«<�1�O­¬«��U��¨Ó�L©@�_�1���
�n����§1«°��§1���U��¨Ó��³1³1���O³1��­��¦���b«��O©@³1�¬�kÕ/­��²�
¶7��³1���O�1�¬��© ����³D�°«�­����¬����¨[�O���5�����2¯H­¬�O������©@�H�1���¬�<Á�­¬�����_§1�����1­ °@«�§1����­¬����§1��ÉÊµÚ�@�������¬�������@­¬�Ú¼H��«°��­¬�O�
Ð É Ô É Ð �1�2® ����©E�� O�E��«��O©@³1���O©@­¬�����D�°�¾®
�°���Ý«��O©@³1�¬�kÕ/­��¾�:���1�Ú³D���n¨[�O��©E���1«���¶[���O�1§1�n���1�����<Á}���1���O§1�O�
���1���1��J��1­���­¬�O����¨�����§1­��<���1�¬�Ó«���­�������­¬�O�xÉ

µÚ�p«��������¬�������/�@�O­�¯O�����1�p����«��O©@©@���1���¦��­¬�O��¶7�����Ó���¬���Ê¼H��«°��­¬�O� Ö Á�������³������Ó���O©@��¯����¬­¬���¦��­��O�@���¦�<�
¶G®��1­¬«<��®�­¬�¬�/�1���W�D��§1�����@¨[�O��³�������©@�°���������n��­¬©E�¦��­¬���5Ák�M���1�����n��¶7�¦�����1�3¯O���n�����1�5Á&����³1�����1­¬«°���<�1�°© �M�
���1�}©@�_�1���P�����¦���������5������«��O�1�n����§1«°�����xÉ3�3�1­¬�3�����n�p��¨G������³5����©@­����3���@���²Ãn��«°�p�V¯O����«��O©@³1�¬­¬«��¦�����U�n����§1«k±
��§1�����p�����¦�Ó����¯O�Ì³1���H�1§1«����(�E�O�H�H�PJ1����­¬�1�b��¨����1�Ì³����n��­¬«�§1���������¦�<�E§1������¨[�O�p³�������©@�°�����p���n��­¬©E�¦��­¬���x�
�1§/�Ê����«< (��¨����O�1§1�n���1�����@�¦�1�Ý�����b�1���Ê���1�¬�@������§1­��<���1���:����³1���_�1§1«������¦�<���������H«�­��¦�����Ú®�­������1­ O,�������_�
�������¬­¬Æ��¦��­��O�1�
��¨!���1��³D���n��§1�����¦��­¬�O�1��É

[5\,± ²©egh$r(egopopzC`5^{~�`�faegdCo
³�ã í�
�ã<ì<ì°áSñ¦ä�ôEñ�âHã°é ìÓ®�­¬�¬����¨G�����Ú�5�E§1������­¬�(���1�@�����n�Ì��¨Y���1�E�1��������É��3�1�°�:«��O��������³D�O�1�Ú���U���1�E��­���§��V±
��­¬�O��®��1�����Ì���1�Ê³D���n��§1�����¦��­¬�O�1�p�����¦��«��O����§1³/�Ó���1�Ê�O�1�����n¯��¦��­¬�O�1�Ó«����(�5�Ê«��O�1��­¬�1�������:���Ó­¬�1�1��³D���1�1���M�
®�­����lÆ°�����Ú©@����� ¶G®
�U�°¯M���Ü��¨G�����Ü������§1©@�������¦�����1�°�l�����U­SÉ ­SÉ �xÉ�´Û­¬�1�1��³D���1�1���M�����l���1�l­¬�1���M��­¬«����¬� �
�1­¬�n����­¬�1§/�����5ÁkÉ��3�1��������© ñ¦îHåêóDîHå2��ã�
�
�ñ

}ôEñ�â_ã°é_­¬�3���O©@�°��­¬©@���3§1�����xÉ

À��O�Ì­¬�1�n�<���1«����W�¬�°�
ym(θ, t)

�D�b���1�����O�¬§/��­¬�O����¨p���1­ O,�������_��­��¦�Y�4K_§��¦��­¬�O�x��­��Ê©E���Ú«��O��������³D�O�1�Ý���
[A](t)

����­¬��Ñ&Õ1��©@³1�¬� Î É¹¼H§1³1³D�O���������¦�3���1���O�1�����n¯¦�¦��­¬�O���_§1©Ì�D���
k
­¬�
�<�� O�����¦�3��­¬©@�

tk
�1���������¦�

y(tk) = ym(θ̄, tk) + εk

®�­����
(εk)

�����4K_§1���1«��U��¨�­¬�1�1��³D���1�1���M�������1�1�O© ¯�����­����1�¬�����&®�­�����Æ������L©@�����xÉµL������
θ̄
�1���1�������Ì���1�

§1�1 _�1�2®��s� ����§1���b¯����¬§1����¨
θ
Él�3�1­¬��©@�����1�Ê�����¦��®Y��©E�� ������1�"��ã�
kë�ì°å2
�ñ¦äHí�çVì<ì°îHôpóDå7áSñ¦ä(�����¦�����1�

�n�H�n����© «°�O�����°��³5�O�1�1�E���Ú�(©@�H�1���3�n�<��§1«°��§1������¨Ó���1�U�¾�H³D��®Y�����2¯O��«k�1�O�����x�
®3­����Ü���O©@�U³����n��­¬«�§1�����
¯¦���¬§1�

θ̄
¨[�O�

θ
�����1���������1�1­���­�¯M�Ó�1�O­¬����«�������§1³/��­¬�1�Ì���1���O�1�����n¯��¦��­¬�O�1��É

Ï��O�����O���1�������¬���O�1­¬�U�������O��������­¬�O�U©@�H�1���,®
���������¬�x�1���1�����

y(xk) = η(θ̄, xk) + εk
¶ Î Á

®�­����
η(θ, x)

���1��©@�H�1���x������³D�O�1�����5�4K_§����x���Ê���1��©@�����U��¨
y(x)

¨[�O�3�O­�¯M���
x
���1�

θ
�

η(θ, x) = Ex,θ{y}
Ô
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6

-

¶
y(x1)

y(x2)

y

N = 2

Eη = {ηX(θ), θ
¯�����­¬��� }

]

À&­¬�O§1��� Ð Í¹Ñ&Õ/³5��«°�<�¦��­¬�O����§1�n¨7��«�� Eη
���1�U�O�1�����n¯��¦��­¬�O�1�

y

���1�
x
���1�]â_ã<ì°á�í�ä£�¦ç�
ká7çMè�é¬ã°�Y®��1­¬«<�à«��O��������³D�O�1�1�E���:���1�lã��°ó�ã�
káGôEã°ä�å ç�é�ò<ñ¦äDâ�áGå7áSñ¦ä/ì°�
��§1«<�ß���@��­¬©@���

����©@³D�����¦��§1�����/³1���°����§1�������°��«�É�µÚ���������¬�,�1������¯O��«°���O���1���<�¦��­¬�O�1�¹���Ê«��O�¬�¬��«°�
N

K_§����M��­���­¬�����H®�­����
N
���1�

�_§1©Ì�D������¨&�O�1�����n¯¦�¦��­¬�O�1��¶[��«��������<Ák�����1�U®Y��®���­����

X = XN
1 = (x1, . . . , xN)

���1���1����­¬�O�
y = [y(x1), . . . , y(xN)]>

�<�1�@¶[«��O�¬§1©@�5Á¹¯O��«°���O����¨&�O�1�����n¯��¦��­¬�O�1�
ηX(θ) = [η(θ, x1), . . . , η(θ, xN )]>

�<�1�@¶[«��O�¬§1©@�5Á¹¯O��«°���O����¨&©@�H�1���x������³D�O�1�����

[5\2· ¸9faeg^¥xYz;¹nm$knzCdCz�x9®
ÒÓ�1«����L©@�H�1���
�n����§1«°��§1���������@�5�����Ü«k�1�O�����l�����¦�@�1��³5���1�1�E�O�l³�������©@�°�������

θ
�¹�O�1�U©E�2�����¦��§1�����¬���

®Y�O�1�1����­�¨�º�»P¼��O�1���������Ì«k�����1«������Ê���n��­¬©E�¦���
θ
§1�1­1K_§1�����OÉ5L��V®Y�°¯O���������1­¬��K_§1���n��­¬�O�U­¬�
���H�Ì¯�����§1�����

����«���­�¯O�Ê�@³1����«�­¬���Ê���1�n®Y����É�µÚ���������¬�������������¦�p¨[�O�������O��������­¬�O��©@�H�1���¬�p�@�������¦������­¬����§1�Ì«����1«������1�½º�¾½¼
���1��­¬�YQ�§1���1«��Ì��¨¹�@¯�����­��¦��­¬������¨

θ
�O�

ηX(θ)
ÉÓ�3�1�����¦K_§1���n��­¬�O�1���������������¦��������­¬�1«���­�¨W�E§1�1­1K_§1�

θ
«����

�D�}�������H«�­��¦�����U®�­��������_���O­�¯O���
ηX(θ)

�1���1�������1�}���1�n®
�������Ê���1�SJ����n�¤K_§1���n��­¬�O��­¬��³D�O��­���­�¯O��Í
θ
®3­¬�¬�x�D�

���n��­¬©E�¦�����U§1�1­1K_§1�����(¶7���¬©@�O�n�3��§1�������DÉ�É�É<ÁkÉW�3�1­¬��­����1§1�����Ê���1��¨[�O�¬�¬�2®�­��1�1�/�����E¡ ÐOÖ ¥SÉ
¿�À ��ÁyÂl�p�Ã��ÄkälçÅ
�ã í�
�ã<ì<ì°áSñ¦ä]ôEñ�â_ã°é � á �@åGï�ã�ó	�Gâ�� ����ñ��

ε
á¬ì�çMèkì2ñ¦éêîHå¾ã°éêë:ò<ñ¦ä�å7áGä�î�ñ¦îMì � �1
4�¬å���Æ�ã�èkã<ì�í�î�ã

ôEã�çVì°îp
�ã � åGï�ã°äLåGï�ã�
�ãÌã��Oá¬ì°åGìÌç@îHä�á2��î�ãÇ��ã<ò°å¾ñ


ηX(θ)

ò°é¬ñ2ì2ã<ì°åWå¾ñ
y
®�­����U³1���O�����1­¬�¬­ �¾�E�O�1���

L���������«��¬�O�����n��­¬�3­¬�b���1�������1���}��¨!��§1«��¬­¬�1­������1­¬�n�<���1«����/®��1­¬«<��«��O��������³D�O�1�1�3���½�P�����n�n±n¼pK_§��������Ì¶2�!¼1Á
���n��­¬©E�¦��­¬���x�������Ê¼H��«°��­¬�O� Ð É Î É
�3�1���!¼U���n��­¬©E�¦���O�

θ̂N
LS

«��O��������³D�O�1�1�����@���1��¯����¬§1����¨
θ
��§1«<�������¦�����1�

�1­¬�n�<���1«��Ó¨[���O©
y
���

ηX(θ)
­¬�
©@­¬�1­¬©�§1©�É&�3�1�����°����¨�¯M��«°���O���

ηX(θ)
®��1���

θ
¯¦����­¬���3­¬�b­����3���1©@­¬����­¬�1�¬�

���°�
Θ ⊂ IRp �1��J��1���Ê���1�:ã��°ó�ã<ò°å ç�å7áSñ¦ä]ì°îp
0�°ç_ò<ã Eη

ÉL× �Ê­¬�Ì­¬�1�1�����Ý�
p
±¾�1­¬©@���1��­¬�O�����W��§1�n¨7��«��b­¬�

IRN ����1�b­¬�@���1�p�����O��������­¬�O�b©@�H�1����¶ Î Á
ηX(θ̄)

­¬�¹���1�p�kÕ/³D��«k�k�V�<­��O����¨
y
É�À&­¬�O§1��� Ð ­¬�¬��§1�n�����¦�����W���1�p��­���§��¦��­¬�O�

®��1���
p = 1

���1�
N = 2

É��3�1�b��©E���¬�W«�­���«°�¬�E­¬�1�1­¬«��¦���������1�E³D�O��­���­¬�O�Ú��¨
ηX(θ̂N

LS)
�&���1�E³D�O­¬�M�Ì�¦¨ Eη«��¬�O�����n�����

y
É

× ¨3�U§1�1­1K_§1�
θ
«����:�D�@�������H«�­��¦�����(®�­����Ú���M�

ηX(θ)
��«��¬�������������1�@���n��­¬©E�¦���O�

θ̂N
LS

­¬��§1�1­1K_§1��ÉE�3�1�
���������H��­¬�W­¬��K_§1­�������­¬©@³1�¬�
¨[�O�¥��Ä��n����§1«°��§1������ÉW×¾�1�1�����x�/­¬�������¦�Y«������

ηX(θ) = Rθ + c
¨[�O�¹���O©@��©E�¦����­ Õ

R
���1�U¯O��«°���O�

c
�D�¦�1�

ηX(θ1) = ηX(θ2)
­¬���4K_§1­�¯����¬���M�����

Rθ1 = Rθ2
É¹�3�1�}���O�¬§/��­¬�O�U­¬�3���_§1��§1�1­1K_§1�

­�¨&���1���O�1���b­�¨
R
�����3¨[§1�¬�x�����1 5�1®��1­¬«<��­¬�3�����n�����Ê�����n��É

À��O�3�Ê»a��Äl�n����§1«°��§1�����1���1��³1���O�1�¬��©�­¬�
©@�O���Ó�1­ °@«�§1�����H���1�����1�n®Y���3�1��³D���1�1­¬�1���O�b���1���1����­¬�O�
X
É

µÚ�����_§1��«��O�1��­¬�1��������­¬�1�����¬­�Æ�����¨[����©@�°®Y�O�� @®��1�����

• ���1���n�H�n����© S ­¬�3����³1����«������M� M(θ̄)
�1¨[�O�3���O©@��§1�1 _�1�V®3�

θ̄
�

• ���1�����}�������1�@³D���n��§1�����¦��­¬�O�1�4�

Ö



��������� ����� �"!$# %��&���('*) �����,+ -�./�0),�1�����2-435��6�6
798�:;:�<;-�=>��?1?@�,# ?0-�ACB,%��CB,�ED�F�G2HI8*F,-�8�:;:�<

• ®Y�p«����E«��O�¬�¬��«°�Y���¹©E���_�Ê���¦�<�����W®
��®�­¬���x�/���1�b«<�1�H�O�������1���1����­¬�O� X
¶[­¬�@³����n��­¬«�§1���������1�p­¬�1³1§/�

u(t)
Á3���
®
��®
���M��É

�P�°�
M(θ)

�1���1�����Ê���¬�!³D�O����­¬�1�¬���D������¯H­¬�O���p¨[�O�Ó�b©@�_�1���!®�­�����³�������©@�°�������
θ
¶G¨[�O�Ó�b�����O��������­¬�O�L©@�H�1�°�S�

���1­¬�3�1���1�������p���¬�,³D�O����­¬�1�¬�Ó¯O��«°���O������¨&������³D�O�1�����
ηX(θ)

®��1���
X
¯�����­¬�������1�

N
­¬�������1­���������­¬� �E�������O�2ÁkÉ

µÚ�����1���(«��O�1��­¬�1�°�Ó���1��¨[�O�¬���2®�­¬�1�RK_§1���n��­¬�O�sºÉÈÊ¼VÍ5��§1³1³D�O���Ì�����¦�
M(θ̄) ≡ M(θ)

¨[�O�p���O©@�
θ
¶G®��1­¬«<�

©@�����1�������¦� M(θ)
���1� M(θ̄)

����¯O���<�1�}����©@���D������¯H­¬�O�<Ák�5�1�H����­���­¬©@³1� �
θ = θ̄ Ë �3�1�Ì���1�n®Y���p­¬����­¬��O���1�������S�1��¨!���1��¨[�O�¬�¬�2®�­��1�Ì�¾�H³D��É

ÌÍ��ÎÐÏcÑ@ÒlÑ0ÁjÏ_�

• [θ]i
á¬ìÓ�n����§1«°��§1�����¬���U�O�¬�O������� �U­¬�1�°�_��­ J5���1�¬�E¶[��É �1É ­SÉ Á(á ����ñ

Ìç�éêôEñ2ì°å3ç�ä�ë

θ̄ � M(θ̂) ≡ M(θ̄) ⇒ [θ̂]i =
[θ̄]i

�
Ä0�}ã�ç_ò<ï

[θ]i
á¬ìÓìÓ�êí��¬á2� � i = 1, . . . , p � M(·) á¬ìÓìÓ�êí��¬á2�

• [θ]i
á¬ìÊ�n����§1«°��§1�����¬���:�¬�H«����¬� �:­¬�1���M��­ J5���1�¬�L¶[��É �SÉ ­SÉ Á á �a��ñ

�ç�éêôEñ2ì°å}ç�ä�ë

θ̄ � ∃ ì�ñ�ôEãEä,ã°á�íVï1è°ñ

�ï�ñ2ñ�â
V(θ̄)

ì°î�ò<ïUåGï1çOå
θ̂ ∈ V(θ̄)

ç�äDâ
M(θ̂) ≡ M(θ̄)⇒ [θ̂]i = [θ̄]i

�
Ä0�}ã�ç_ò<ï

[θ]i
á¬ìÓìÓ�¬é �¬á2� � i = 1, . . . , p � M(·) á¬ìÓìÓ�¬é �¬á2�

• [θ]i
á¬ìÓ�n����§1«°��§1�����¬���U§1�1­¬�1���M��­ J5���1�¬�b¶[��É §xÉ ­SÉ Á:á ����ñ

Êç�éêôEñ2ì°å3ç�ä�ë

θ̄
ç�äDâ�ç�ä�ëEä,ã°á�íVï1èkñ

�ï�ñVñ�â V(θ̄) �

∃θ̂ ∈ V(θ̄)
ì°î�ò<ï�åGï1ç�å

[θ̂]i 6= [θ̄]i
ç�äDâ

M(θ̂) ≡ M(θ̄)
�

[θ]i
á¬ì�ìÓ�¬î(�¬á2� ⇒ M(·) á¬ì�ìÓ�¬î(�¬á2�

»������Ê�����¦����É �1É ­SÉÌ­¬©@³1��­¬���Ó��É �SÉ ­SÉÌ���1�(�����¦���O�1�Ê«��O©@³D�O�1���M�
[θ]i

��¨
θ
©E�2���D����É �1É ­SÉÊ���1�Ú���1�¦���1���

�O�1�
[θ]j

�
j 6= i

�1��É §xÉ ­SÉ
�3�1�����Ì�kÕ/­¬�n�p¯¦����­¬�O§1��©@�°���1�H�1�����@�����n�Ó©@�_�1���!�n����§1«°��§1�������	�P×3�O���1�����5¨[�O��­¬�1���M��­ J5���1­¬��­ �¾�O�5��������É �1É

���1�Ê��§1�n¯O�°�H�E¡ ¢ Ö �P¢�Ô2¥SÉ�L������Ì®Y�����1����­¬�1�1­¬«��¦���Ê�b��­¬©@³1�¬���O�1�Ì¨[�O�}ì°å ç�å7áSñ¦äDç�
këRÆgÄ��n����§1«°��§1������Í�­¬�������¦�
«������E���1�b�������1�n¨[����¨[§1�1«°��­¬����¶[©E�¦����­êÕ�Á�«<��������«°������­¬Æ����Ê���¬�W���1�b­¬�1³1§/��Z¦�O§/��³1§/�Ì�D������¯H­¬�O�

M(θ)
���1�����1�

���������H��­¬�3­¬�����
¨[�O�¬�¬�2®���É
Î É3µÚ��­��������1�����<�¦�1��¨[�°��¨[§1�1«°��­¬�O�

H(θ, s)
¶[�O��©E�¦����­ Õ

H(θ, s)
Ák�5��§1«<�������¦�

ŷm(θ, s) = H(θ, s)û(s)®�­����
ŷm(θ, s)

���1�
û(s)

���1�Ç����³1����«��Ó�������1�n¨[�O��©@�3��¨
ym(θ, t)

���1�
u(t)

������³D��«°��­�¯O�����j�
Ð É�³1§/��­��3§1�1�1������«����1�O�1­¬«����,¨[�O��©P�
¢/É����O��¯O�E¶G®�É ��É ��É

θ̂
ÁkÍ

H(θ̄, s) = H(θ̂, s)
¶[�O�

H(θ̄, s) = H(θ̂, s)
ÁkÉ

• × ¨&���1������­¬���Ê§1�1­1K_§1�����O�¬§/��­¬�O� [θ̂]i = [θ̄]i
�
[θ̂]i

­¬�3��É �1É ­SÉ
• × ¨&���1������­¬����J��1­������_§1©Ì�D�����¦¨����O�¬§/��­¬�O�1�Y¨[�O�

[θ̂]i
�
[θ̂]i

­¬�3��É �SÉ ­SÉ
• × ¨����1���������������°¯O�������!���O�¬§/��­¬�O�1�
¨[�O� [θ̂]i

­¬�����M�U�1��­¬�O�_�D�O���1�H�_����¨
θ̄
�
[θ̂]i

¶7���1�U���_§1� M(·) Á­¬�3��É §xÉ ­SÉ
�3�1�}­¬©@³5�O�n�<���1«�����¨&§1��­¬�1�@�Ê«����1�O�1­¬«����,¨[�O��© «����U�D����������¨[���O©����1��¨[�O�¬�¬�2®�­��1�Ê��­¬©@³1�¬�Ó�kÕ1��©@³1�¬��É

�a�g�������0�MÕ×Ö5î2óMó�ñ2ì2ã�åGï1ç�å
H(θ, s) =

θ1

θ2 + θ3s
.

�xï�ã°ä � H(θ̂, s) = H(θ̄, s)
â_ñ2ã<ìÊä,ñ¦å�áGôpóDéêë {θ̂1 = θ̄1, θ̂2 = θ̄2, θ̂3 = θ̄3}

�½Ø ò�ç�ä,ñ¦ä�áSò�ç�ép��ñ

kô ò�ç�ä]èkã
ñOè�å ç�áGä,ã�â���ñ

EáGä/ì°å ç�ä,ò<ã�è�ë�ì°áGôpóDéêá �<ë¦áGäHí�ä�îHôEã�
�ç�å¾ñ

�ì�ç�äDâ:â_ã°ä,ñ¦ôÊáGäDç�å¾ñ

�ìÊì2ñ�åGï1ç�å�åGï�ã@ïHá�íVï�ã<ì°å�â_ã í�
<ã<ã
ò<ñ2ã2Ùàò°áSã°ä�åWáGä

s
ã*��î1ç�é ì�Ú��

£
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x1 x2

-

�
-

?

++u(t)
33

y(t)
θ1

θ3

θ2

À&­¬�O§1����¢/ÍYºY�O©@³��¦����©@�°�_�<���,©@�H�1���x­¬��Ñ&Õ1��©@³1�¬��¢

�a�g�������0�MÛÝÜWá�í�îp
�ãMÞ�ój
�ã<ì2ã°ä�åGì�çlò<ñ¦ôpó1ç�
°å7ôEã°ä�å ç�é
ôEñ�â_ã°é � � ï�ã�
�ã
x1

ç�äDâ
x2

ô@ç�ëÝã°áGåGï�ã�
�â_ã°ä,ñ¦å¾ã
åGï�ã½��î1ç�ä�å7áGå7áSã<ì@ñ���å � ñ�â�á �pã�
�ã°ä�å!ój
�ñ�â�î�ò°åGìÍ� éêá1�MãÌáGä]ç�ò<ï�ã°ôÊáSò<ç�é�
�ã�ç_ò°å7áSñ¦ä���ñ

Ê��î/çOä1åSáGå7áSã<ì@ñ���åGï�ã}ì�ç�ôEã
ój
�ñ�â�î�ò°åWáGä�å � ñEâ�á �pã�
�ã°ä�å,óDé�ç_ò<ã<ìÊ� é á1�Mã�áGäß
�ã<ì2ã�
���ñ¦á@
�ì;�9�¦�xï�ãYó1ç�
�ç�ôEã°å¾ã�
�ì

θi � i = 1, . . . , 3 � ç�
�ã�áGä���ã�
�ì2ã
ñ��Óå7áGôEãÊò<ñ¦ä/ì°å ç�ä�åGì � ç�äDâ@åGï�ã}ôEñ�â_ã°éxá¬ìÌâ_ã<ì2ò�
ká7èkã�âEè�ë@åGï�ã���ñ¦éGé¬ñ � áGäHíÊì°å ç�å¾ã��Sì¾ó1ç_ò<ãÌã*��î1ç�å7áSñ¦ä/ì

∂x1(t)

dt
= −(θ1 + θ2)x1(t) + θ3x2(t) + u(t) , x1(0) = 0 ,

∂x2(t)

dt
= θ1x1(t)− θ3x2(t) , x2(0) = 0 .

�xï�ãYâ_ñ¦î1è�é¬ã
ç�
�
�ñ � åGï1ç�åPò<ñ¦ä�ä,ã<ò°åGì y(t)
å¾ñ�åGï�ã

x2
ò<ñ¦ôÓó1ç�
kå7ôEã°ä�å�áGä�ÜWá�í�îp
�ã¥ÞpôEã�ç�ä/ìWåGï1ç�å

x2
á¬ì3ñOèkì2ã�
���ã�â �åGï1ç�å¹á¬ì � åGï�ãÌñOèkì2ã�
��¦ç�å7áSñ¦ä:ã*��î1ç�å7áSñ¦äLá¬ì

ym(θ, t) = x2(t) .

�xï�ã�å2
�çOäHì2��ã�
5�<îHä,ò°å7áSñ¦äN� áGäÚò�ç�ä,ñ¦ä�áSò�ç�é���ñ

kôa�bñ���åGïHá¬ì�ì°å2
kî�ò°å7îp
�ã}á¬ìÊã�çVì°áGéêëbò<ñ¦ôÓóDîHå¾ã�âbçVì

H(θ, s) =
θ1

s2 + s(θ1 + θ2 + θ3) + θ2θ3

.

àÊãÊò�ç�äLåGï�ã°ä�å¾ã<ì°åYåGï�ãÓì°å2
kî�ò°å7îp
�ã¥��ñ

�á7â_ã°ä�å7á æ¹çMè�áGéêáGå7ëEç�äDâ

[M(θ̂) ≡ M(θ̄)] ⇔ [H(θ̂, s) = H(θ̄, s)∀s] ,

⇔







θ̂1 = θ̄1 ,

θ̂1 + θ̂2 + θ̂3 = θ̄1 + θ̄2 + θ̄3 ,

θ̂2θ̂3 = θ̄2θ̄3 .

�xï�ã�
�ã2��ñ

�ã � å � ñÊì2ñ¦éêîHå7áSñ¦ä/ìÌã��Oá¬ì°åj��ñ


θ̂ á
θ̂ = (θ̄1, θ̄2, θ̄3) ,

θ̂′ = (θ̄1, θ̄3, θ̄2) ,

� ïHáSò<ïUôEã�ç�ä/ì�åGï1ç�å θ1
á¬ìÓìÓ�êí��¬á2�Óç�äDâ

θ2
ç�äDâ

θ3
ç�
�ã�ìÓ�¬é �¬á2���²ç�äDâ M(·) á¬ìÓìÓ�¬é �¬á2� �9�

â}�p���(Âlãä�
Ú��SÄkä�çÍ
�ã í�
�ã<ì<ì°áSñ¦ä(ôEñ�â_ã°é&ç�ä]ã<ìkåSáGô@ç�å¾ñ

}å7ë<óDáSò�ç�éGéêëbôÊáGä�áGôÊá XVã<ìÊç�â�á¬ì°å ç�ä,ò<ãÊèkã°å � ã<ã°ä y

�nñOèkì2ã�
���ã�â��
ç�äDâ

ηX(θ)
�RÄkäµåÐ�_ç�ôpóDé¬ãÊÞ�á � � ã�îMì2ãEç�älñ<óDå7áGôÊá¬ì�ç�å7áSñ¦ä]ç�é í_ñ

káGåGïHô å¾ñ}æ�äDâUåGï�ã�ã<ì°å7áGô@ç�å¾ñ

 � � ãÌì<ï1ç�éGéæ�äDâ�ì�ç�ë

θ̂ � è�îHåY�É
�ñ¦ô åGï�ãpá7â_ã°ä�å7á æ¹çMè�áGéêáGå7ëÌç�äDç�éêë2ì°á¬ìÓçMèkñ
��ã � ãu�¦ä,ñ � åGï1ç�å θ̂′ 6= θ̂
í�á@��ã<ì�ã��_ç_ò°å7éêë�åGï�ã3ì�ç�ôEã

â�á¬ì°å ç�ä,ò<ã�å¾ñ
y

�
æ ��ÄkäÍåÐ�_çOôpóDé¬ãnÞ@á �

θ̄1 = 0 � åGï�ã°ä θ2

ç�äDâ
θ3

ç�
�ãÓä,ñ¦å�á7â_ã°ä�å7á æ¹çMè�é¬ãÓ��ç}ñ � ã���ã�
 � åGïHá¬ì�ò<ñ

�
�ã<ì¾ó�ñ¦äDâVìpå¾ñ
ç�ä�ç�å7ë<óDáSò�ç�é(�¦ç�éêî�ãg��ñ



θ̄1 � ï�ã°ä,ò<ã3åGï�ã � ñ

�âVìéè7ç�éêôEñ2ì°å!ç�ä�ë
θ̄ ê áGäEåGï�ãpâ_ã7æ�ä�áGå7áSñ¦äUñ��Yá7â_ã°ä�å7á æ¹çMè�áGéêáGå7ë � � ïHáSò<ï

Ô
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À&­¬�O§1��� Ô Í¹Ñ��n��­¬©E�¦�����U���1�U����§1���n�<�¦������­¬��Ñ&Õ1��©@³1�¬��¢Ì®��1���
θ̂ = θ̄

ò<ñ

�
�ã<ì¾ó�ñ¦äDâVì�å¾ñLçb�n����§1«°��§1�����¹³1���O³5���n�²�	�s�làÊã�ì<ï1ç�éGé&ì2ã<ãEáGäëÖxã<ò°å7áSñ¦äsÚ���ìbåGï1ç�åpåGï5ã�
�ã�ã��Oá¬ì°å�ì°áGå7î1ç�å7áSñ¦ä/ì
� ï�ã�
�ã�ä,ñÌì°å2
kî�ò°å7îp
�ç�é&ò<ñ¦ä,ò°éêîMì°áSñ¦ä:ò�ç�ä(èkãÌâ�
�ç � äj� �

Þ��¥Ä�â_ã°ä�å7á æ¹çMè�áGéêáGå7ë�á¬ìÓç�ä�áGôpó�ñ

kå ç�ä�å�ä,ñ¦å7áSñ¦ä�èkñ¦åGï¤��ñ

�ó1ç�
�ç�ôEã°å¾ã�
W���1�@�n�<�¦����ã<ì°å7áGô@ç�å7áSñ¦ä/ì á áGä½åÐ�_ç�ô¦�
óDé¬ã�Þ � x1(t)

á¬ì�ä,ñ¦åpñOèkì2ã�
���ã�â � çVì<ì°îHôEã�åGï1ç�å3áGå
á¬ì�
�ã<ò<ñ¦ä/ì°å2
kî�ò°å¾ã�âµ�nãÓ�êí�� � è�ëRíÌç�éêô@ç�ä�æ�éêå¾ã�
káGäHí��9�P�xï�ã°ä ���ñ

�ç�ä�ë
u(t)

åGï�ã�
�ã�ã��Oá¬ì°å�å � ñ}ì2ñ¦éêîHå7áSñ¦ä/ì�� å2
�ç�î�ã<ò°å¾ñ

káSã<ì;�¥��ñ


x1(t) � ç�äDâ � ã�ò�ç�ä@�1�°¯O���n�¦ä,ñ �T� ïHáSò<ïUñ¦ä,ãá¬ìÊò<ñ

�
�ã<ò°ån�²è�îHå � ãé�¦ä,ñ � åGï1ç�å � ãÊò�ç�ä�ä,ñ¦å$�¦ä,ñ ��ï �9�¤ÜWá�í�îp
�ã¤ðbój
�ã<ì2ã°ä�åGìÌçR
�ã�ç�éêá X2ç�å7áSñ¦äÚñ���åGï�ã�å2
kî�ãÊç�äDâ

ã<ì°å7áGô@ç�å¾ã�âÌì°å ç�å¾ã<ì
x1(t)

ç�äDâ
x2(t)

� ï�ã°ä�åGï�ã�
�ã�á¬ì�ä,ñ�ôÊá¬ì<ì¾ó�ã<ò°á æYò�ç�å7áSñ¦äLñ��
θ̂ � åGï1ç�åWá¬ì � θ̂ = θ̄

�uÜWá�í�îp
�ã�ñ
ò<ñ

�
�ã<ì¾ó�ñ¦äDâVì�å¾ñ

θ̂ = (θ̄1, θ̄3, θ̄2)
�

ðj�¢àEï1ç�å¾ã���ã�
UåGï�ã�ôEã°åGï�ñ�â:åGï1ç�å�á¬ì�îMì2ã�âÚå¾ñÚå¾ã<ì°åÌç�ôEñ�â_ã°é¹ì°å2
kî�ò°å7îp
�ã � ç�å�ì2ñ¦ôEãÊó�ñ¦áGä�å}åGï�ãÊój
�ñOè4�
é¬ã°ô ç�ôEñ¦îHä�åGì�å¾ñ@ì2ñ¦é&�2áGä_íUç@ì°ë2ì°å¾ã°ôeñ��½�nñ��<å¾ã°äbó�ñ¦éêë¦ä,ñ¦ôÊá7ç�é ��ã*��î1ç�å7áSñ¦ä/ìÓ�R�¹ñ¦ôpóDîHå¾ã�
Ìç�é í_ã�è4
�ç�ì2ñ��<å � ç9
�ã<ì
�2ò�Øa�5Æ�å � ò(ç�åGï5ã°ô@ç�å7áSò�ç � ³�ã�â�î�ò<ã � ã°å¾òÓ� ��ç�
�ã�åGï�ã°äÚã<ì¾ó�ã<ò°á7ç�éGéêë�îMì2ã2�<îHé �

ñ��éó¤ÆgÄ�ì°å2
kî�ò°å7îp
�ã<ì�ç�
�ã�ôEñ

�ãÊâ�á Ùàò°îHéêå
å¾ñEå¾ã<ì°å
åGï1ç�äMÆgÄÊñ¦ä,ã<ìÊç�äDâ}
�ã*��îHá@
�ã�ó1ç�
kå7áSò°îHé�ç�
}å¾ãkò<ïHä�á2��î�ã<ì4�
Ø�å�åGï�ã�ì�ç�ôEãUåSáGôEã � åGï�ã°ë�ç�
�ãbí_ã°ä,ã�
�ç�éGéêëTèGôEñ

�ã�á7â_ã°ä�å7á æ¹çMè�é¬ã ê �²ç�äDâ:áGå}á¬ì�ä,ñ¦äàå,
ká@�2á7ç�é
å¾ñÝã��¦ïHá7è�áGå�ç�ä
ã��_ç�ôpóDé¬ã�ñ��}çEä,ñ¦äDç_ò�çMâ_ã°ôÊáSò¤ó¤ÆgÄÓì°å2
kî�ò°å7îp
�ã�åGï1ç�å¹á¬ì}ä,ñ¦å�ìÓ�êí��¬á2� � ã���ã°ä�á ��ì°î�ò<ïLã��_ç�ôpóDé¬ã<ì�ã��Oá¬ì°å&�9�

[5\�ô õ�zCo�xYzC^ah5vazCop�am$knzCdCz;x�®
�3�1�ÍK_§1���n��­¬�O�Ý�1�2®ª«��O�1«������1�Ê���1��©@�H�1���Y�n����§1«°��§1���U­���������¨²������©@�����O�¤º�»P¼��1�L®Y������¯M�U��«<�����1«������
�1�°������©@­¬�1�����1����­¬�O�_���n����§1«°��§1����¨[�O� S Ë Âp�M��­¬�x�5���1­¬��­¬�����_�@¯����O§1�}���b����«���­�¯O�Ê�@³1����«�­¬���Ê���1�n®Y�����x���1�®Y�������¦�¬�P«��O�1��­¬�1�°������­¬�1�����¬­�Æ�����¨[����©@�°®Y�O�� @®��1�����

• ���1�����¦�<���������O���1�����¦�������M� M̄(θ̄)
¨[�O�3���O©@��§1�1 _�1�2®��

θ̄
�

¤
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À&­¬�O§1��� Ö Í¹Ñ��n��­¬©E�¦���������1������§1���n�<�¦������­¬��Ñ&Õ1��©@³1�¬��¢Ê®3�1���
θ̂ = (θ̄1, θ̄3, θ̄2)

• ���1�����}�������1�@³D���n��§1�����¦��­¬�O�1�4�

• ®Y�p«����E«��O�¬�¬��«°�Y���¹©E���_�Ê���¦�<�����W®
��®�­¬���x�/���1�b«<�1�H�O�������1���1����­¬�O� X
¶[­¬�@³����n��­¬«�§1���������1�p­¬�1³1§/�

u(t)
Á3���
®
��®
���M��É

µÚ�E���_§1�Ê����³1����«°�E���1�b�n�H�n����© S �_����©@�H�1���¹�n����§1«°��§1��� M̄(θ̄)
�&®�­����

θ̄
§1�1 _�1�V®��xÉLµÚ�b³1���O³D�O�����

�n����§1«°��§1��� M̂(·) �1­ O,�������M�!¨[���O© M̄(·) ���1�2®����1��K_§1���n��­¬�O��­¬�¥º�¾½¼&�1�H���
θ̂
�kÕ/­¬�n������§1«<�������¦�

M̂(θ̂) ≡ M̄(θ̄) Ë�3�1�}���1�n®
����©E�2�b�5�}���3¨[�O�¬�¬�2®���É
ÌÍ��ÎÐÏcÑ@ÒlÑ0ÁjÏ¡Õ

• M̂(·) á¬ì3�n����§1«°��§1�����¬���E�1­¬�n��­¬�1�O§1­¬�������1���Ê¶[��É �xÉ ÁS�É
�ñ¦ô M̄(·) á �Ð��ñ

�ç�éêôEñ2ì°å¹ç�ä�ë
θ̄ � å[ï�ã�
�ã�ã��Oá¬ì°åGì�ä,ñ

θ̂
ì°î�ò<ïUåGï1ç�å

M̂(θ̂) ≡ M̄(θ̄)
�

• Ä0� M̂(·) á¬ì�ìÓ�Gâ��9�É
�ñ¦ô M̄(·) ç�äDâ M̄(·) á¬ì�ìÓ�Gâ��9�É
�ñ¦ô M̂(·) � åGï�ã°ä M̂(·) ç�äDâ M̄(·) ç�
�ã�ì�ç�á7â}ìÓ�Gâ��
»������������¦�����1���1��J��1­���­¬�O�U��¨���É �xÉ5­¬���1�����n�H©@©@�°����­¬«����SÉW�3�1������«<�1�1­1K_§1���p§1������¨[�O���n��§1�/�H­¬�1�@­¬�1���H±

��­ J5���1­¬��­ �¾��«����l�D�U§1�����l���L�����n�E�n����§1«°��§1������¨[�O�Ê�1­¬�n��­¬�1�O§1­¬�������1­¬��­ �¾�ß¶[�1�������¹�1�V®Y�°¯O�����Y�����¦��®Y�U�1�O³D�
�����¦�
�}§1�1­1K_§1�p���O�¬§/��­¬�O���kÕ/­¬�n���Y®3�1���b�����n��­¬�1�}¨[�O�¹­¬�1���M��­ J5���1­¬��­ �¾�O�M®��1���������Y®Y�p�1�O³D�������¦�¹���1�����Ó�����p�1�
���O�¬§/��­¬�O�1�Y®��1���������n��­¬�1�Ê¨[�O�3�1­¬�n��­¬�1�O§1­¬�������1­¬��­ �¾�1ÁkÉ
�a�g�������0�Pö¢�¹ñ¦ä/ì°á7â_ã�
påGï�ãÓå � ñEò<ñ¦ôpó1ç�
kå7ôEã°ä�å ç�éDôEñ�â_ã°é ìWój
�ã<ì2ã°ä�å¾ã�âÊáGä�ÜWá�í�îp
�ãÇ÷9�Røxì°áGäHíÊåGï�ã°á@
Óå2
�ç�ä/ì��
��ã�
n�<îHä,ò°å7áSñ¦ä/ìbå¾ñÚò<ï1ç�
�ç_ò°å¾ã�
ká XVãbåGï�ã°á@
Uèkã<ï1ç��2áSñ

�ì � ì°áGôÊáGé�ç�
kéêë�å¾ñßåÐ�_ç�ôpóDé¬ãÍÞ � � ã�ñOè�å ç�áGälå[ï1ç�å�åGï�ã�å � ñì°å2
kî�ò°å7îp
�ã<ìÊç�
�ãÓìÓ�êí��¬á2� � è�îHå¹åGï�ã°ë�ç�
�ã�ä,ñ¦å�ìÓ�Gâ��

ù
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À&­¬�O§1����£/Í¹ºY�O©@³����n��©@���_�<���,©@�H�1���¬�Y�����n�<�°��¨[�O�3�1­¬�n��­¬�1�O§1­¬�������1­¬��­ �¾�E­¬��Ñ&Õ1��©@³1�¬� Ô

â}�p���(Âlã©Õ
Ú���åÐ�_ç�ôpóDé¬ã�ð]ì<ï�ñ � ìEåGï1ç�åpìÓ�êí��¬á2��ñ��@ôEñ�â_ã°é�ì°å2
kî�ò°å7îp
�ã<ì�â_ñ2ã<ìEä,ñ¦åÓáGôpóDéêë�åGï�ã°á@
�ìÓ�Gâ����¹ñ¦ä���ã�
�ì2ã°éêë �åGï�ã�
�ãÊã��Oá¬ì°å�ì°å2
kî�ò°å7îp
�ã<ì�åGï1ç�å
ç�
�ã�ìÓ�Gâ���è�îHå¹ä,ñ¦å�ìÓ�êí��¬á2� � ì2ã<ã¤ú;ÞÓð/û��
æ ���¹ñ¦ä/ì°á7â_ã�
ÓåGï�ã}ôEñ�â_ã°éDì°å2
kî�ò°å7îp
�ã<ìÊçVì<ì2ñ2ò°á7ç�å¾ã�â � áGåGï�åGï�ã���ñ¦éGé¬ñ � áGäHí�å2
�ç�ä/ì2��ã�
5�<îHä,ò°å7áSñ¦ä/ì

H̄(θ̄, s) =
1

s2 + θ̄1s + θ̄2

, Ĥ(θ̂, s) =
1

(s + θ̂1)(s + θ̂2)
, θ̄, θ̂ ∈ IR2 .

�xï�ã°ä M̂(·) á¬ì�ä,ñ¦åÊâ�á¬ì°å7áGäHí�îHá¬ì<ï1çMè�é¬ãÇ�É
�ñ¦ô M̄(·) á � H̄
ï1çVì�å � ñ�
�ã�ç�é�ó�ñ¦é¬ã<ì � è�îHå�á¬ìLâ�á¬ì°å7áGäHí�îHá¬ì<ï1çMè�é¬ãñ¦åGï�ã�
 � á¬ì2ãÓ�uÖ5áGä,ò<ã�ä,ñ¦ä,ã�ñ���åGï�ã<ì2ã�ò�çVì2ã<ì�ò�ç�ä�èkã�ò<ñ¦ä/ì°á7â_ã�
�ã�âÊçVì�ç�å7ë<óDáSò�ç�é � ä,ñ�ì°å2
kî�ò°å7îp
�ç�éPò<ñ¦ä,ò°éêîMì°áSñ¦ä�ò�ç�ä

èkã�â�
�ç � ä�áGä�åGï1ç�å3ò�çVì2ãÓ�

[5\2ü ý¡^þe>­Wm�~�tadCe
µÚ��«°�O�1«��¬§1�1�����1­¬�W����«°��­¬�O�@�_���1����®�­¬�1���¦�������M��­¬�O�Ê�������1��¨7��«°�W�����¦�¹­¬�1���M��­ J5���1­¬��­ �²��¶7���1�E�1­¬�n��­¬�1�O§1­¬�����V±
�1­¬�¬­ �²�1ÁW­¬����§1���p�������¦¨G�<�°���1�O�U����­�¯H­����7�/�°¯O����¨[�O�W�P×¹�n�<��§1«°��§1�������D���3­¬�¬�¬§1�n�����¦�������M�b���1���1�kÕH�p�kÕ1��©@³1�¬��É
�a�g�������0�Mÿ«ÄkåÓò<ñ

�
�ã<ì¾ó�ñ¦äDâVì@ç2íMç�áGäÚå¾ñ�çLò<ñ¦ôpó1ç�
kå7ôEã°ä�å ç�é&ôEñ�â_ã°é � çVìÌì<ï�ñ � äÚáGä"ÜWá�í�îp
�ãPìl�ë�xï�ã�
�ã�á¬ì
ñ¦ä,ã�áGä�óDîHå

u(t) � åGï1ç�å
ò<ñ

�
�ã<ì¾ó�ñ¦äDâVìÓå¾ñ�åGï�ãÌñ

�ç�éPçMâ�ôÊáGä�á¬ì°å2
�ç�å7áSñ¦äLñ���çEâ�
kîOí
D

�WÜ�ñ¦îp
}â�á �pã�
�ã°ä�åYñ¦îHåêóDîHåGì
ò�ç�ä(èkãÊñOèkì2ã�
���ã�â á
• åGï�ãÊò<ñ¦ä,ò<ã°ä�å2
�ç�å7áSñ¦ä(ñ�� D

áGäLåGï�ãÌè�é¬ñ2ñ�â � y1 = θ6DS �
• åGï�ãÊò<ñ¦ä,ò<ã°ä�å2
�ç�å7áSñ¦ä(ñ���ôEã°å çMèkñ¦éêáGå¾ã M

áGä�åGï�ãÌè�é¬ñ2ñ�â � y2 = θ7MS �
• åGï�ã}îp
káGäDç�
kë�ã��Hã<ò�
�ç�å7áSñ¦ä:ñ��

D � y3 = θ5DS �
• åGï�ã}îp
káGäDç�
kë�ã��Hã<ò�
�ç�å7áSñ¦ä:ñ��

M � y4 = θ4MS
�

�xï�ã�
�ãÓç�
�ã3ì2ã���ã°ä}ó�ç�
�ç�ôEã°å¾ã�
�ì�å¾ñ�ã<ì°å7áGô@ç�å¾ãÓç�äDâ¹æ��<å¾ã<ã°ä�ó�ñ2ì<ì°á7è�é¬ã�áGä�óDîHå��Pñ¦î2óDîHåWò<ñ¦ä2æ!í�îp
�ç�å7áSñ¦ä/ìÓ���xï�ã

�ã<ì°îHéêåGì�ñ��på[ï�ã�á7â_ã°ä�å7á æ¹çMè�áGéêáGå7ë�ì°å7î1â�ëW��ñ

}ã�ç_ò<ï�ò<ñ¦ä2æ!í�îp
�ç�å7áSñ�ä�ç�
�ãé
�ã¾ó�ñ

kå¾ã�â�áGäs�5çMè�é¬ãSñ � ïHáSò<ï�áGäDâ�áSò�ç�å¾ã<ìåGï�ã3ó1ç�
�ç�ôEã°å¾ã�
�ì�åGï1ç�å
ç�
�ã�ì4�êí��¬á2��ç�äDâ@åGï�ñ2ì2ã�åGï1ç�å
ç9
�ãÓìÓ�¬é �¬á2��� � áGåGï�åGï�ã}ä�î_ôEèkã�
�ñ���ì2ñ¦éêîHå7áSñ¦ä/ì;�9�

ó}ñ¦å¾ã�åGï1ç�å�åGï�ã�ôEñ�â_ã°é�ì°å2
kî�ò°å7îp
�ã�á¬ì�ä,ã���ã�
}ìÓ�êí��¬á2� � ç�éêåGï�ñ¦îOíVïLåGï�ã�
�ã@ç�
�ãbñ¦ä�éêëEì2ã���ã°äUó1ç�
�ç�ôEã°å¾ã�
�ìu��ñ


��ñ¦îp
Eâ�á �pã�
�ã°ä�åÓñ¦îHåêóDîHåGìEåGï1ç�åÓç�
�ãbñOèkì2ã�
���ã�â��©àEï�ã°ä]åGï�ãÌì°å2
kî�ò°å7îp
�ãEá¬ìÊìÓ�¬é �¬á2� � � ãbò<ç�älò�ç�é¬ò°îHé�ç�å¾ãEç�éGé�åGï�ã�¦ç�éêî�ã<ì�ñ��

θ
åGï1ç�åÓí�á@��ãUåGï�ãbì�ç�ôEã�èkã<ï1ç��2áSñ�
4�só}ñ¦å7áSò<ã�åGï1ç�åÌñOèkì2ã�
��2áGäHí

y1, y2
ç�äDâ

y4
á¬ìÊK_§����¬­��<�¦��­ ¯O�����

Î��
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À&­¬�O§1���ÇÔHÍ¹ºY�O©@³����n��©@���M�<���,©@�H�1���,�����n������¨[�O�3­¬�1���M��­ J5���1­¬��­��¾�E­¬��Ñ&Õ1��©@³1�¬� Ö

�O�1�����n¯M�����O§/��³1§/��� �n����§1«°��§1��� ��É �1É ­SÉ1³�������©@�°������� ��É �1É ­SÉ1³�������©@�°�������
Î ��É �xÉ ­SÉ
Ð ��É �xÉ ­SÉ

θ4

¶7¢Ê���O�SÉ Á
¢ ��É �xÉ ­SÉ
Ô ��É �xÉ ­SÉ

θ1, θ2, θ3, θ4, θ5
¶7£Ê���O�SÉ Á

Î Ø Ð ��É �xÉ ­SÉ
θ4Î Ø ¢ ��É �xÉ ­SÉ

Î Ø Ô ��É �xÉ ­SÉ
θ2, θ4 θ1, θ3, θ5, θ6

¶ Ð ���O�SÉ Á
Ð Ø ¢ ��É �xÉ ­SÉ

θ4 θ1, θ2, θ3, θ5, θ7
¶ Ð ���O�SÉ Á

Ð Ø Ô ��É �xÉ ­SÉ
θ1, θ2, θ3, θ4, θ5, θ7

¶7£Ê���O�SÉ Á
¢�Ø Ô ��É �xÉ ­SÉ

θ2, θ4 θ1, θ3, θ5

¶ Ð ���O�SÉ Á
Î � Ð Ø�¢ ��É �SÉ ­SÉ

θ4 θ1, θ2, θ3, θ5, θ6, θ7
¶ Ð ���O�SÉ Á

Î � Ð Ø Ô ��É �SÉ ­SÉ
θ2, θ4, θ7 θ1, θ3, θ5, θ6

¶ Ð ���O�SÉ Á
Î ��¢�Ø Ô ��É �xÉ ­SÉ

θ2, θ4 θ1, θ3, θ5, θ6

¶ Ð ���O�SÉ Á
Ð ��¢�Ø Ô ��É �xÉ ­SÉ

θ2, θ4, θ7 θ1, θ3, θ5
¶ Ð ���O�SÉ Á

Î � Ð ��¢�Ø Ô ��É �SÉ ­SÉ
θ2, θ4, θ7 θ1, θ3, θ5, θ6

¶ Ð ���O�SÉ Á
�&���1�¬� Î Í¹·�����§1�����3��¨&­¬�1���_��­ J5���1­¬��­ �¾�@�����n����­¬��Ñ&Õ1��©@³1��� Ö
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?

u(t) θ1

θ2θ3
θ5

θ4
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zy
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y1(t)
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y3(t)

y4(t)
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�
θ8

θ9

À&­¬�O§1����¤/Í��3�1­¬���n����§1«°��§1���}­¬�3��É �1É ­SÉ ¯

ã*��îHá@�¦ç�é¬ã°ä�å�å¾ñEñOèkì2ã�
��2áGäHí
y1, y2, y3

ç�äDâ
y4

���2ç}ñ � ã���ã�
 � áGå�á¬ìÓä,ñ¦å¹ãÉ��î_á@�¦çOé�ã°ä�å	K_§����_��­��<�¦��­�¯O����� � áGä�å¾ã�
kô�ì
ñ��¹ój
�ãkò°á¬ì°áSñ¦ä(ñ���åGï�ãÌã<ì°å7áGô@ç�å7áSñ�äy� �

�xï�ã3ìkáGåSî/çOå7áSñ¦ä � áGéGéDçkóMó�ã�ç�
Yì°å7áGéGé�é¬ã<ì<ì�å2
ká@�2á7ç�é � ï�ã°äbáGå � áGéGé5èkã�ä,ñ¦å¾ã�â�åGï1ç�å�ç�ôEñ

�ãÓò<ñ¦ôpóDé¬ã���ì°å2
kî�ò°å7îp
�ã
ò�ç�ä èkãUìÓ�êí��¬á2� ï ÄkäDâ_ã<ã�â � ò<ñ¦ä/ì°á7â_ã�
UåGï�ãUì°å2
kî�ò°å7îp
�ã(â_ã7æ�ä,ã�âÝè�ëµÜWá�í�îp
�ã����¢�xï�ã�
�ã�ç9
�ã�å � ñ]çMâMâ�áGå7áSñ¦äDç�éó1ç�
�ç�ôEã°å¾ã�
�ì

θ8
ç�äDâ

θ9
� áGåGïR
�ã<ì¾ó�ã<ò°å!å¾ñ�åGï�ã�ì°å2
kî�ò°å7îp
�ã}ñ��¥ÜWá�í�îp
�ã�ì � � ãÓâ_ñ�ä,ñ¦å�ñOèkì2ã�
���ãÓç�ä�ëÊçMâMâ�áGå7áSñ¦äDç�é

ñ¦îHåêóDîHå � è�îHå����1���n����§1«°��§1���}­¬�3�1�2® ��É �1É ­SÉ�®��1��� y1, y2, y3
���1�

y4
�������O�1�����n¯O���	¯

� � �xÿ��
	 ÷�ÿ����Ð�
Âp�Ú���n��­¬©E�¦���O�

θ̂N ©@­¬�1­�©@­�Æ����}�Tè7â�á¬ì°å ç�ä,ò<ã ê �D�k�²®Y�����Ú���1�E������³5�O�1���b�¦¨ M(θ)
���1�(���1�@�O�1�����n¯��¦��­¬�O�1�

«��O�¬�¬��«°�����E�O� S ÉWÀ��O�Y�������O��������­¬�O��©��H�1���S�_���1�p���n��­¬©E�¦��­¬�O�@«���­�������­¬�O�@���_§1�
©@������§1�����Y���1�p�1­¬�n�<���1«��Ó�D�k±�¾®Y�����@���1���kÕ/³D��«°�<�¦��­¬�O����§1��¨7�¦«�� Eη

���1�
y
�M�����pÀ&­¬�O§1��� Ð É��3�1��©@�O�n�W­¬�M��§1­���­�¯O�
���n��­¬©E�¦���O��«��O��������³D�O�1�1�

���Ê���1����§1«��¬­¬�1­������1­¬�n�<���1«����1®��1­¬«<��­¬�
���1����­���§��¦��­¬�O��³1���������M������­¬�����1�éJ��O§1����É

�u\�[  �egm5o�xso���vam$r(ego
À��O�

N
�O�1�����n¯¦�¦��­¬�O�1�

y
�/���1�E¶[�O���1­¬�����n�1Á��!¼����n��­¬©E�V�<���

θ̂N
LS

©@­¬�1­¬©�­�Æ����

JN(θ) =
1

N
‖y − ηX(θ)‖2 =

1

N

N∑

k=1

[y(xk)− η(θ, xk)]
2

®�­�����������³5��«°�p���
θ ∈ Θ ⊂ IRp É�L������

Θ
­¬�3���O©@��¨[������­¬�1�¬��³�������©@�°�����3���°���D§1��§����¬������«��O©@³���«°����§1�1���°�

��¨
IRp É��3�1�Ê©@�°���1�H�L«����L�D�����<�¦«����(����«< �����½���§1�������1�µ�P���O���1�1����É}Â��n������­¬�O�_��¨[�O�n®
�������kÕH�����1��­¬�O�

«��O��������³D�O�1�1����� � ã°á�íVïHå¾ã�âéÆcÖ5�O®��1�����3���1���O�1�����n¯¦�¦��­¬�O�@�_§1©Ì�D���
k
­¬��®Y��­¬�O�_�������_�Ì���O©@�

wk ≥ 0
�
θ̂N

WLS���_§1��©@­¬�1­¬©�­�Æ����
JN(θ) =

1

N

N∑

k=1

wk[y(xk)− η(θ, xk)]
2 .

�3�1��®
��­¬�O�M�
wk

©E���b�1��³D���1���O�
xk

���1�U®Y���������¬�,®���­����
wk = w(xk)

É
µß�1�������1�W©@�H�1�����n����§1«°��§1���W­¬�g��Ä!�

θ̂N
WLS

«������D�W«�����«�§1���¦�������kÕ/³1�¬­¬«�­���� �OÉ�×¾�1�1�����x�V®
�W����¯O�
η(θ, x) =

r>(x)θ
¨[�O�����M�

x
���1�

ηX(θ)
«����ß�D��®���­��������ß���

ηX(θ) = RXθ
ÉÙ�
�1�����°¨[�O�����

θ̂N
WLS

©@­¬�1­¬©�­�Æ����
(y −RXθ)>W(y −RXθ)

®�­����
W =

�1­����
(w1, . . . , wN)

É��3�1­¬���O­�¯O���
θ̂N

WLS = (R>
XWRX)−1R>

XWy
¶ Ð Á

³1���2¯H­¬�1���U�����¦�
R>

XWRX

�����3¨[§1�¬�x�����1 (¶7�Ê«��O�1�1­���­¬�O�b¨[�O�3­¬�1���M��­ J5���1­¬��­��¾�O�/������¼H��«°��­¬�O� Î É £MÁkÉ
ÎVÐ
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Õ�
2��
2� ÌÍ�YÒ/�"Âl������Â��ÓÑ��j�����
µß�1���Ú���1�E�O�1�����n¯��¦��­¬�O�1�

y(xk)
�����@«��O�¬�¬��«°�����Ú�O�1�b�V¨G�<�°�}���1�@�����1������ñ¦ä��¾éêáGä,ã�ã<ì°å7áGô@ç�å7áSñ¦ä�­¬�}³D�O����­¬�1�¬�

���1�U���1�����¦�<������«�§1����­�¯O��µä�!¼b���n��­¬©E�¦���O�
­¬�3�O�/�<��­¬�1���U�_�b���1��¨[�O�¬�¬�2®�­��1�Ê����«�§1�������1«��}�4K_§��¦��­¬�O�1�

Pk+1 = Pk −
Pkr(xk+1)r

>(xk+1)Pk

w−1(xk+1) + r>(xk+1)Pkr(xk+1)
,

θ̂k+1
WLS = θ̂k

WLS +
Pkr(xk+1)

w−1(xk+1) + r>(xk+1)Pkr(xk+1)

×[y(xk+1)− r>(xk+1)θ̂
k
WLS] .

�P�°�
k0

�D�p���1�¤J����n�3­¬�M�����O���Y��§1«<�b�����¦�
r(x1), . . . , r(xk0

)
��³����

IRp É��3�1�Ó���°«�§1����­��O��«����b�D�p­¬�1­���­�����­�Æ�����¦�
k = k0

�M�

Pk0
=





k0∑

i=1

w(xi)r(xi)r
>(xi)





−1

,

θ̂k0

WLS = Pk0

k0∑

i=1

r(xi)w(xi)y(xi) .

µß­����ß���1­¬��­¬�1­���­��¦��­¬���¦��­��O�Û���1�Ú���n��­¬©E�¦���O���kÕ1��«°������«��O­¬�1«�­¬�1���U®�­���� �kÕ/³1��������­¬�O� ¶ Ð ÁkÉ × ¨
N
­¬���������O�

���1�O§1�O�x�,�O�1��«�������­¬©@³1����­¬�1­���­��¦�¬­�Æ��
P0

�¦�
CIp

�5®�­����
Ip

���1�
p
±¾�1­¬©@���1��­¬�O�����P­¬�1���M��­��¾�U©E�¦����­ Õ����1�

C���������O��³D�O��­���­�¯O��«��O�1�n�<���M���,���1�
θ̂0

WLS

�¦���P�1���1�
p
±¾�1­¬©@���1��­¬�O�����,�H§1�¬�x¯O��«°���O��É
×¾�1�1�����x�D­�¨

(1/N)
∑N

i=1

w(xi)r(xi)r
>(xi)

�����1�1�����b���1�O�H±¾��­¬�1�O§1�����
©E�¦����­ ÕU���
N →∞ �����1�}­¬�YQ�§1���1«�����¨&���1­¬��­¬�1­���­¬����­����¦��­��O�

®�­¬�¬�x���n�H©@³/������­¬«����¬� �@¯����1­¬���xÉ

Õ�
2��
1Õ â}���$��ÒlÑ@ÒlÑ0ÁjÏ���Á��WÁ�� �4��Â��(�YÒlÑ0ÁjÏ��
¼H§1³1³D�O���3�����¦�W�O�1���

m
¯����¬§1������¨

xi
���1�

wi
�����3�1­ O,�������M���O®�­����

ni
�O�1�����n¯��¦��­¬�O�1�

yj(xi)
�
j = 1, . . . , ni

�
«��O�¬�¬��«°������¨[�O�
���1������©@�

xi

� ∑m
i=1 ni = N

É
ÒÓ�1�}«��������1����������­¬����«<�1��«< U�����¦�����1�}µä�!¼U���n��­¬©E�¦���O�3­¬���1���p©@�H�1­ J����U®��1�°�����1�

yj(xi) ! ���5®�­����
j = 1, . . . , ni

������������³1����«������M�b���1��­¬�3©@�����
ȳ(xi) = (1/ni)

∑ni

j=1 yj(xi)
�/�����¦��­¬���

θ̂N
WLS

©@­¬�1­¬©�­�Æ����

J ′
N =

1

N

m∑

i=1

niwi[ȳ(xi)− η(θ, xi)]
2 .

¶7¢MÁ

×¾�1�1�����x��®Y�}«����U®���­����

JN(θ) =
1

N

m∑

i=1

ni∑

j=1

wi[yj(xi)− η(θ, xi)]
2

=
1

N

m∑

i=1

ni∑

j=1

wi[yj(xi)− ȳ(xi) + ȳ(xi)− η(θ, xi)]
2

=
1

N

m∑

i=1

niwi[ȳ(xi)− η(θ, xi)]
2 +

1

N

m∑

i=1

wi

ni∑

j=1

[yj(xi)− ȳ(xi)]
2

®��1���������1������«��O�1�U������© �1�H�����1�����1��³5���1���O�
θ
É

Î ¢
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6

-
y1

y2

y

ηX(θ̂N
LS)

6

{ηX(θ), θ ∈ IR}

À&­¬�O§1��� ù Í
ηX(θ̂N

LS)
­¬�3���1���O�n���1�O�O�������x³1����Ãn�°«°��­¬�O�U��¨

y
�O� Eη

6

-
y1

y2

y

ηX(θ̂N
LS)

6

Eη ηX(θ̂′)

À&­¬�O§1��� Î�� Í5�P�_«����P©@­¬�1­�©E��©E��������®
�2�H�3�kÕ/­¬�n��®��1��� Sη

­���«�§1�n¯O���

¼H§1³1³D�O���������¦�p���1���n�H�n����© «��O��������³D�O�1�1�p�����@©@�H�1���P®�­�����³�������©@�°�������
θ̄
«��O����§1³/�������_�����1�1­���­�¯M�

­¬�1�1��³D�°�1�1���_�Ê³D���n��§1�����¦��­¬�O�1��É��3�1�b����³D�°��­���­¬�O�Ú��¨3�O�1�����n¯��¦��­¬�O�1�Ì�¦�
xi
���������1���Ú���1�b����©@�E��O,��«°�Ê���

­�¨
ȳ(xi)

®
����©@�2¯O���(«��¬�O�����p���
η(θ̄, xi)

�¦�Ó���1�
ni ! �Ó­¬�1«�����������É�×¾�L���1�Ê��³���«��Ê��¨Y����­����1©@�°��­¬«�©@�����1�Ó��¨�O�1�����n¯¦�¦��­¬�O�1�

ȳ(xi)
�W���1�U�kÕ/³5��«°�<�¦��­¬�O�l��§1�n¨7��«�� Eη

­��Ê­¬�M¯�����­����M�Ê�M�]����³D�°��­���­¬�O�1���W���1�
y
���H§1��©@�2¯O���

«��¬�O�����¹���
ηX(θ̄)

�/��³D�O­¬�M�
�O� Eη

É�×¾�E������©@�Y��¨�«���­�������­¬�O�@¯����¬§1���H­��
«��O��������³5�O�1�1�
���U¶7¢MÁ������1�1­¬�1�����ÌÆ������
���3���1�

ni ! ��­¬�1«�����������É
Õ�
2��
1Û �5Á"�9�����ëÑ2Ï�Ñ0���
µÚ�@�O�1���L«��O�1��­¬�1�������1�@«������E��¨Y���1�}�!¼L���n��­¬©E�¦���O�

θ̂N
LS

�!�1§/�}���1�E�1�k¯M���¬�O³1©@���M����������¯����¬­¬�L¨[�O��µä�!¼
���n��­¬©E�¦��­¬���b���H��¶G®�­������Ê©@�H�1­ J�«��¦��­¬������¨!���1��©@�°����­¬«Ó��¨&���1����³��¦«��2ÁkÉ

�3�1�Y¯M��«°���O�
ηX(θ̂N

LS)
«��O��������³5�O�1�1�����p���1�
�O�n���1�O�O�O�����_³1����Ãn��«°��­¬�O�Ì�¦¨

y
�O���<�1�Y�kÕ/³D��«°�<�¦��­¬�O�Ê��§1�n¨7��«��

Eη = {ηX(θ), θ ∈ IRp} ��������À&­¬��§1��� ù ÉW× �����1�O§1�¬���D��«��¬�����
¨[���O© À&­¬�O§1��� Î�� �����¦���¬�_«����x©@­¬�1­¬©@�Ì©E���
����®
���H�}�kÕ/­¬�n��®��1���Ú���1�@��§1�n¨7��«�� Sη

­¬�}«�§1�n¯O���xÉ�µß�1�����¬�H«�����©@­¬�1­�©E�b�kÕ/­¬�n���&­��}­¬�}�1­ °@«�§1�������� _�1�2®
­�¨����1�����O�¬§/��­¬�O�����L���1��©@­¬�1­¬©�­����¦��­��O����¨����1�����n��­¬©E�¦��­¬�O��«���­�������­¬�O�

JN(θ)
�O­�¯O���Ý�M�����1�U��³/�<­�©@­¬Æ����

«��O��������³D�O�1�1�����Ê���1���O�¬�O�����,©@­¬�1­¬©�§1©��O�����¬�_«����x©@­¬�1­�©Ì§1©U�H®��1­¬«<��«������D��¨7���
¨[���O©
θ̂N

LS

É
�3�1���kÕ/­¬�n�����1«��@��¨¹�¬�H«����&©@­¬�1­¬©@�E�1��³5���1�1�}�O�L���1���1­¬�n�<���1«��Ê��¨

y
��� Eη

�����L���1��«�§1�n¯¦�¦��§1�����¦¨ Eη���1�b�O�E���1�Ó��­¬Æ��p��¨P���1�����1©@­¬����­¬�1����³�������©@�°�����¹��³���«��
Θ
�/�����p¨[�O�Y­¬�1�n�<���1«��Ê¡ Ö �1£H��Ô_�1¤V¥SÉ��3�1�p¨[�O�¬�¬�2®�­¬�1�

�kÕ1��©@³1�¬�@¶[�����@¡ ù ¥GÁ
­¬�¬��§1�n�����¦�����
���1���1­ °@«�§1����­¬�°��É

Î Ô
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À&­¬�O§1��� ÎOÎ Í5�P�_«����P©@­¬�1­¬©@��­¬��Ñ&Õ1��©@³1�¬��£Ê�1��³D���1�1­¬�1�@�O�����1���¬�H«��¦��­¬�O�b��¨
y

�a�g�������0��# à�ã�å çl�Mã
η(θ, x) = θ{x}1 + θ2{x}2 � θ ∈ IR � ç�äDâ�ó�ã�
0��ñ

kô å � ñlñOèkì2ã�
��¦ç�å7áSñ¦ä/ì � ç�å

x1 = (1, 0)
çOä5â

x2 = (0, 1)
�«�xïp
�ã<ã}
�ã í�áSñ¦ä/ìUç�
�ãUâ_ã°éêáGôÊáGå¾ã<â�áGäNÜWá�í�îp
�ãPÚ�Ú á åGï�ãn�<îHéGé&�¾éêáGä,ã}ó1ç�
�çMèkñ¦é�ç

ò<ñ

�
�ã<ì¾ó�ñ¦äDâVì�å¾ñ Eη � � ï�ã°ä y
èkã°é¬ñ¦äHíVìUå¾ñ:åGï�ã�ôÊîHéêå7áGôEñ�âMç�éêáGå7ë"
�ã í�áSñ¦ä�ñ¦äàåGï�ã�å¾ñ<ó¬� åGï�ãP
�ã í�áSñ¦ä � ï�ã�
�ã

JN(θ)
ï1çVìÌå � ñ�ôÊáGä�áGô@ç�� � çUé¬ñ2ò�ç�é!ôÊáGä�áGôÊîHô ç�é � ç�ë2ì@ã��Oá¬ì°åGì � � ï�ã°ä y

á¬ìÊáGä:åGï�ãEò<ñ¦ä���ã��OáGå7ëÍ
�ã í�áSñ¦ä]ñ¦ä
åGï�ã�èkñ¦å7å²ñ¦ô � åGï�ãLò�
káGå¾ã�
káSñ¦ä

JN(θ)
á¬ì�çÝò<ñ¦ä���ã��½�<îHä,ò°å7áSñ¦ä�ñ��

θ � � ïHáSò<ïàò�ç�ä�ñ¦ä�éêë�ï1ç���ã�ñ¦ä,ã"�[í�é¬ñOè<ç�é �
ôÊáGä�áGôÊîHô � åGï�ãbáGä�å¾ã�
kôEã�â�á7ç�å¾ãR
�ã í�áSñ¦äàò<ñ

�
<ã<ì¾ó�ñ¦äDâVì@å¾ñ:ñOèkì2ã�
��¦ç�åSáSñ¦ä/ìÊì°î�ò<ï�åGï1ç�å

JN(θ)
ï1çVìUçLîHä1á2��î�ã

ôÊáGä�áGôÊîHô�è�îHå!á¬ì3ä,ñ¦å�ò<ñ¦ä���ã����5Øpé ì2ñ � ñ¦ä,ãpò�ç�ä�ì<ï�ñ � åGï1ç�å � ï�ã°ä y
éêáSã<ì�èkã°å � ãkã°ä@åGï�ã�å � ñ}âMç¦ì�ï5ã�â�ò°îp
���ã<ì �á ��å � ñEôÊáGä�áGô@ç θ̂

ç�äDâ
θ̂′
ã��Oá¬ìkåYåGï�ã°ë�ç�
�ã}ä,ã<ò<ã<ì<ì�ç�
káGéêëbâ�á¬ì°å ç�ä�å>�É
�ñ¦ô ã�ç_ò<ïLñ¦åGï�ã�
�è�ëEôEñ

�ã}åGï1ç�ä�Ú � åGï1ç�åá¬ì � ‖θ̂ − θ̂′‖ > 1

�
Ö5î�ò<ï:ç�ój
�ã<ò°á¬ì2ã�ç�äDç�éêë2ì°á¬ìÌá¬ì�ó�ñ2ì<ì°á7è�é¬ã�ñ¦ä�éêë�áGä"��ã�
këEì°áGôpóDé¬ã�ò�çVì2ã<ìÓ�ÇØpé ì2ñ � åGï�ã@â�á¬ì°å ç�ä,ò<ã@ñ�� y

å¾ñ Eηç�äDâ�åGï�ã�ò°îp
��¦ç�å7îp
�ãÌñ�� Eη
â_ñÊä,ñ¦å&í�á@��ã}ç�éGé,åGï�ã�áGä/��ñ

kô@ç�å7áSñ¦ä � çVìpì<ï�ñ � ä�è�ë�åGï�ã$��ñ¦éGé¬ñ � áGäHíÊôEñ�â�á æYò�ç�å7áSñ¦äñ��ÓåGï�ãÊã��_ç�ôpóDé¬ãÓ�

à�ã3ôEñ�â�á �<ë
η(θ, x) � ï�ã°ä x < 0

ç�äDâ�å çl�Mã3ä,ñ � η(θ, x) = [θ{x}1+θ2{x}2]IIR+(θ)+[sin(θ){x}1+
2[1 − cos(θ)]{x}2]IIR−(θ) � � ï�ã�
�ã

θ ∈ [−5.5,∞)
ç�äDâ � ï�ã�
�ã

IA

â_ã°ä,ñ¦å¾ã<ì�åGï�ã@áGäDâ�áSò�ç�å¾ñ

Eñ��ÊåGï�ãÊì2ã°å
A á IA(x) = 1

á �
x ∈ A ç�äDâ:ã*��î1ç�é ì%$(ñ¦åGï�ã�
 � á¬ì2ãÓ�£�xï�ã@å � ñ(ñOèkì2ã�
��¦ç�å7áSñ¦ä/ìbç�
�ã�ì°å7áGéGéxó�ã�
0��ñ

kôEã�âLç�å

x1 = (1, 0)
ç�äDâ

x2 = (0, 1)
�}ÜWá�í�îp
�ãRÚ æ ój
�ã<ì2ã°ä�åGì�åGï�ã�ä,ã � ã��°ó�ã<ò°å ç�å7áSñ¦ä(ì°îp
0�°ç_ò<ã Sη á é¬ñ2ò�ç�é&ôÊáGä�áGô@çô@ç�ë@äDñ � ã��Oá¬ì°å � ï1ç�å¾ã���ã�
�åGï�ãÇ�¦ç�éêî�ãÊñ��

y
�

µß�1�����O³/��­¬©@­¬Æ�­��1�
JN(θ)

®�­��������O©@���H§1©@����­¬«����P���¬�O�O��­ ���1©ª­���­¬��­¬©@³D�O�n�<���M�
���@ _�1�V® �����¦�����1�����
­¬�3�1�������1�����D�°��������©@­¬�1­¬©�§1© �������U���1�����n��­¬©E�¦�����b¯����¬§1�Ó®��1­¬«k�U­¬�����/�k�¦­¬�1���xÉ

�3�1������­¬�3������­�¯H­����5��­���§��¦��­¬�O�E®��1�°���Ó���1�Ó©@­¬�1­¬©�§1©
ηX(θ̂)

­¬�
§1�1­1K_§1��Í�­��
­¬�Y®��1��� Eη

­¬�'&
ç�å7Í
ηX(θ̂)­¬�Y���1���U���1��³1����Ãn��«°��­¬�O����¨

y
�O���

p
±¾�1­¬©@���1��­¬�O�����D�M�H³D����³1�����1��É�µÚ��«����U���n�E�������/�k�¦­¬�b���1­¬�3��­���§��¦��­¬�O�

�M��³1���2�H­¬�1�Ì®�­��������1���1����­¬�O�xÉ
�a�g�������0��# �nò<ñ¦ä�å7áGä�î�ã�â��

·���³D���¦���¾®Y�@�O�1�����n¯��¦��­¬�O�1�Êç�å
x2 = x1 = (1, 0) � Eη

åGï�ã°ä:èkã<ò<ñ¦ôEã<ì

Eη = {(−1,−1)> + α(1, 1)> , α > 0} ,

ÎVÖ
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η(θ, x)

­¬�(Ñ&Õ1��©@³1�¬�Ê£/�x�¾®
���O�1�����n¯��¦��­¬�O�1���¦�
x1 = (1, 0)

���1�
x2 = (0, 1)

åGï1ç�å3á¬ì � çbì°å2
�ç�á�íVïHå3éêáGä,ãÓ�µ�5ñ�ç�ä�ë@í�á@��ã°ä
y
ò<ñ

�
�ã<ì¾ó�ñ�ä5â¦ìÊçUîHä�á2��î�ã

η̂X � áGåGìbñ

kåGï�ñ�í_ñ¦äDç�é�ój
�ñ�î�ã<ò°å7áSñ¦ä]ñ¦ä
åGï�ã}éêáGä,ãÓ�

L��2®
�°¯O�����M®Y�3�O©@­����������O�1�
�1­ °@«�§1���²�}­¬�Ì³1���°¯H­¬�O§1���kÕ1��©@³1�¬��Í����1�
­¬�_����­¬�1��­¬«¹«�§1�n¯��¦��§1���
��¨5���1�
©@�H�1���
­¬�WÆ������}¨[�O�Y����©@�O�n�Y���M��(

θ
�1§/�Y­��¹­¬�W­¬�YJ��1­����3¨[�O�W���O©@��³����n��­¬«�§1������¯¦���¬§1���¹��¨

θ
�/�¦�1�@���1­¬�¹­¬�1�1§1«����Y�}�¬�O���

��¨&�O�¬�O�����,­¬�1���M��­ J5���1­¬��­��¾�OÉ�Ñ�¯O���n�_���1­¬�1�@����³1³D���1�p���3­�¨!®Y�������U¨[�O�¬�1��� Sη
�2¯O����­���������¨²É

�a�g�������0��# �nò<ñ¦ä�å7áGä�î�ã�â��©��çl�Mã
x2

ä,ñ¦å�ã��_ç_ò°å7éêë:ã*��î1ç�éYå¾ñ
x1

è�îHå�ò°é¬ñ2ì2ãEå¾ñ
x1 � ãÓ�êí�� � x2 = (1, 0.1)

�
ÜWá�í�îp
�ãÅÚ9ÞÚì<ï�ñ � ì Sη á áGåÌá¬ì���ñ¦é�â_ã�âÝç�äDâÝò°é¬ñ2ì2ã�å¾ñ�åGï�ãUì°å2
�ç�á�íVïHåÌéêáGä,ã(ñOè�å ç�áGä,ã�â � ï�ã°ä x2 = x1 � åGï�ãò°îp
��¦ç�å7îp
�ã}á¬ì�ì°ô@ç�éGé9��ñ

�ôEñ2ì°å��¦ç�éêî�ã<ìÌñ��

θ � è�îHå¹é�ç�
Sí_ã � ï�ã�
�ã�åGï�ã���ñ¦é�â�áGäHí�ñ2ò<ò°îp
�ìÓ�
àEï�ã°ä

x2 = x1 = (1, 0) � Sη

á¬ì�ò<ñ¦ôpóDé¬ã°å¾ã°éêë���ñ¦é�â_ã<â:ç�äDâ(åGïp
�ã<ã�â�á �pã�
�ã°ä�å
θ
ô@ç�ë�í�á@��ã�åGï�ãEì�ç�ôEã

ηX(θ)
�WÖ5î2óMó�ñ2ì2ãÓåGï1ç�å�áGå�á¬ìÓåGï�ã}ò<çVì2ã � y

èkã°áGäHí�ój
�ñ�î�ã<ò°å¾ã�âEñ¦ä
η̂ = ηX(θ̂1) = ηX(θ̂2) = ηX(θ̂3)

��ñ�
påGïp
�ã<ã
â�á �pã�
�ã°ä�å��¦ç�éêî�ã<ì

θ̂1, θ̂2, θ̂3

�}àÊãÓä,ñ � ó�ã�
0��ñ

kôªçÊåGïHá@
�âEñOèkì2ã�
��¦ç�å7áSñ¦ä � ç�å x3 6= x2 = x1

�Ê�xï�ã�â_ã<ì°á�í�ä
X ′á¬ì¹í�á@��ã°ä�è�ë

X ′ = (x1, x2 = x1, x3 6= x1)
� áGåGï x1 = (1, 0) � x3 = (0, 1)

�RàÊãÓò�ç�äR
�ã¾óDé�ç_ò<ã
åGï�ã�æ$
�ì°åPå � ññOèkì2ã�
��¦ç�å7áSñ¦ä/ìÊè�ëbåGï�ã°á@
Êç�
káGåGïHôEã°å7áSòÌôEã�ç�ä
ȳ(x1) � ì2ã<ã�Öxã<ò°å7áSñ¦ä æ �@Ú�� æ �Í�¹ñ¦ä/ì°á7â_ã�
}åGï�ãÌå � ñ�â�áGôEã°ä/ì°áSñ¦äDç�éì¾ó1ç_ò<ã5��ñ

kôEã�â�è�ë

ȳ(x1)
ç�äDâ

y(x3)
�WÄkäLåGïHá¬ì�ì¾ó1ç_ò<ã � Sη

ï�çVì�åGï�ã�ì�ç�ôEã5��ñ

kô çVì}áGäßÜWá�í�îp
�ã�Ú æ ç�äDâEåGï�ã
åGïp
�ã<ã�ã<ìkåSáGô@ç�å¾ã<ì

θ̂1, θ̂2, θ̂3

í�á@��ã�åGïY
�ã<ã�ó�ñ¦áGä�åGì
A,B,C

ñ¦ä Eη � ì2ã<ã�ÜWá�í�îp
�ãaÚ4ð � y ì<ï�ñ¦îHé�â}åGï�ã°äUèkã�ò°é�ñVì�ã�å¾ñ
A � B

ñ


C

�*)
ä,ã�ò�ç�ä�åGï�ã°äUáGä�áGå7á7ç�éêá XVãpåGï�ã}ñ<óDå7áGôÊá XVã�
�� åGï�ã�ì2ã�ç�
�ò<ï�ç�é í_ñ

káGåGïHôn�Ìç�å
θ̂1 � åGï�ã°ä θ̂2 � åGï�ã°ä θ̂3 �ò<ñ¦ôpó1ç�
�ã�åGï�ã�ã<ì°å7áGô@ç�å¾ñ

�ì@ñOè�å ç�áGä,ã�âEáGä:å¾ã�
kô�ì�ñ��

JN

ç�äDâUâ_ã<ò°á7â_ã � ïHáSò<ï(ñ¦ä,ã�å¾ñ}
�ã°å ç�áGäj�P�xï�ãÊâ_ã<ò°á¬ì°áSñ¦ä
ô@ç�ëEèkã�â�á Ùàò°îHéêå � ï�ã°ä y

á¬ìÌò°é¬ñ2ì2ã�å¾ñ
A
ñ
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åGï�ãÌâ_ã<ì°á�í�ä
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X
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X
���1�O§1�¬�L«��O�M�<��­¬�

p
�1­�¨�±

¨[�������M���kÕ/³D����­¬©@���M�<���P«��O�1�1­���­¬�O�1�Y®��1�����1­¬©
(θ) = p

ÁkÉ Eη

­¬�3���1����Q5�¦�����1���O�1���O­�¯O���
y
������§1�����
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­¬���O�1�Ì§1�1­1K_§1�Ì³1���¦Ãn��«°��­¬�O�
η̂ = ηX(θ̂)

ÉSL��2®
�°¯O�����P���°¯O�������
θ̂i ! ��©E�����kÕ/­¬�n�Ó�����¦���O­�¯O�����1�Ì����©@�

η̂
ÉYÒÓ�1��©Ì§1�n�3���H§1�����O��¯O�����1���4K_§��¦��­¬�O�1�

ηX(θ̂) = η̂
®�É ��É ��É

θ̂
���1�]ñOè�å ç�áGä(ç�éGé,ì2ñ¦éêîHå7áSñ¦ä/ì

θ̂i
É

Ð É�Ç����¹³1���°¯H­¬�O§1�����O�¬§/��­¬�O�1�
θ̂i

����­¬�1­���­¬����­�Æ������1�W�O³/��­¬©@­¬Æ��°�x®�­������3�1����­¬�O�
X ′ ⊃ X

¶[«��O�M�<��­¬�1­¬�1�3©@�O���
³5�O­¬�_���¹�������

X
Á¹��§1«k�������¦�
���1�����Ó­¬�
�O�¬�O�����D­¬�1���M��­ J5���1­¬��­ �¾��¨[�O�

X ′ Í ηX′(θ) = ηX′(θ′)⇒ θ = θ′
É

¶S¼H§1«<�����1����­¬�O�U�kÕ/­¬�n����­�¨!���1���n����§1«°��§1���}­¬�3��É �1É ­SÉ Á
¢/É�Ñ�¯O����­�¨

X ′ ���1��§1�����p�O�¬�O�����,­¬�1���M�<­EJ5���1­¬�¬­ �¾�O�H¯����¬§1������¨ θ
�����¦��������¨7������®3����©E���b«��O��������³D�O�1�����

¯¦���¬§1���}��¨
ηX(θ)
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�
B
­¬�ÚÀ&­¬�O§1��� Î Ô É�µß�1���

y
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���������1­ O,�������M�¹���n��­¬©E�¦������©E���Ì�kÕ/­¬�n�W�����¦�Y�������������H«�­��¦������®3­�����¯¦���¬§1���W��¨
JN(θ)

���¬©@�O�n����­¬©@­����¦��É
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«��¬�O��������� Eη
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�a�g�������0�a`¢�xï�ã½
�ã í�
�ã<ì<ì°áSñ¦ä]ôEñ�â_ã°é�á¬ì

η(θ,x) = θ1x1 + θ2x2 + θ3
1(1 − x1) + θ2

2(1 − x2)
�äàEï�ã°ä

åGïp
�ã<ãUñOèkì2ã�
��¦ç�å7áSñ¦ä/ìEç�
�ãUò<ñ¦éGé¬ã<ò°å¾ã�âLç�å
x1 = (1, 0)> � x2 = (1, 1)>

ç�äDâ
x3 = (0, 1)>

åGï�ã�ì°îp
0�°ç_ò<ã
Eη
á¬ì�ò°îp
���ã�â � çOä5â�é¬ñ2ò�ç�é�ôÊáGä�áGô@ç�ô@ç�ëUåGï�ã�
�ã2��ñ

�ã�ã��Oá¬ì°å��¡à�ãW��ñ�é�é¬ñ � åGï�ãÊì°å¾ã¾ó�ì½
�ã<ò<ñ¦ôÊôEã°äDâ_ã�â�çMèkñ
��ã �ç�äDâEì°å ç�
kå � áGåGï:ç�â_ã<ì°á�í�ä X � áGåGïM
<ã¾ó�ã°å7áGå7áSñ¦ä/ì á x1 = (1, 0)> � x2 = x3 = (1, 1)>

�µ�xï�ã�çVì<ì2ñ2ò°á7ç�å¾ã�â
��ã<ò°å¾ñ

�ñ���ñOèkì2ã�
��¦ç�å7áSñ¦ä/ì�á¬ì

y = (5,−12,−8)>
�uÜWá�í�îp
�ãéÚ�ñ�ój
<ã<ì2ã°ä1å[ìpåGï�ãpé¬ã���ã°é1ì2ã°åGìÐ��ñ

påGï�ã�ã<ì°å7áGô@ç�å7áSñ�ä
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káGå¾ã�
káSñ¦ä
JN(θ)

�²â�á¬ì°å ç�ä,ò<ãn�É
�ñ�ô
y
å¾ñ

ηX(θ)
�9�¬�xï�ãé��ñ¦é�â�áGäHí�ñ�� Eη

ô@çl�Mã<ìbåGï�ãUôEñ�â_ã°é�ñ¦ä�éêëLé¬ñ2ò�ç�éGéêë
á7â_ã°ä�å7á æ¹çMè�é¬ã á θ̂1 = (θ̂1, θ̂2)

> ç�äDâ
θ̂2 = (θ̂1 + 2θ̂2− 1, 1− θ̂2)

> í�á@��ãÓåGï�ãpì�ç�ôEã ηX(θ)
�uÜ�ñ

�ç�ä�ë

y � åGï�ãój
�ñ�î�ã<ò°å7áSñ¦ä�ñ¦ä Eη
á¬ì�îHä�á2��î�ã � åGï�ã@ñ<óDå7áGôÊá XVã�
 � áGéGé�ë¦áSã°é�â�ñ¦ä,ã�ñ��}åGï�ãÌå � ñ�ó5ñ¦áGä�åGì θ̂1 ñ
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X
è�ë(ç���ñ¦îp
kåGïlñOèkì2ã�
��¦ç�å7áSñ¦älç�å

x4 = (0, 1)> � åGï1ç�åpá¬ì � X ′ ò<ñ¦ä/ì°á¬ì°åGìUñ�� x1 =
(1, 0)> � x2 = x3 = (1, 1)>

ç�äDâ
x4 = (0, 1)>
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(ñ��LñOèkì2ã�
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−7 −6.9 −6.8 −6.7 −6.6 −6.5 −6.4 −6.3 −6.2 −6.1 −6
−6

−4

−2

0

2

4

6

À&­¬�O§1��� Î £/Í¤�P�°¯O�������°���Ó¨[�O�
JN(θ)

¨[�O�p¨[�O§1�p�O�1�����n¯��¦��­¬�O�1���¦�
x1 = (1, 0)>

�
x2 = x3 = (1, 1)>

���1�
x4 = (0, 1)>

�
y = (5,−12,−8,−250)>

��Ñ&Õ1��©@³1�¬�ÇÔ

(5,−12,−8,−250)>
�¥ÜWá�í�îp
�ãaÚ�÷Yój
�ã<ì2ã°ä�åGì3åGï�ã�ä,ã � ò<ñ¦ä2æ!í�îp
�ç�å7áSñ¦äUñ��YåGï�ã�é¬ã���ã°é_ì2ã°åGì���ñ



JN(θ)
�RàEï�ã°ä

åGï�ã�ì2ã�ç�
�ò<ï@á¬ì3ì°î�ò<ò<ã<ì<ì°á@��ã°éêë}áGä�áGå7á7ç�éêá XVã�âÊç�åWã�ç_ò<ï�ñ��3åGï�ãpôÊáGä�áGô@ç}áGä}ÜWá�í�îp
�ãnÚ�ñ � åGï�ã3í�é¬ñOè<ç�é,ñ<óDå7áGôÊîHô � áGéGéã�çVì°áGéêëEèkã}é¬ñ2ò�ç�å¾ã�â��

Õ�
2��
Eö »%�Vb�����Ò/Á�ÒlÑc�}�cÂlÁy�$��Â/ÒlÑ0���
×¾�U�O���1���3���Ê�n��§1�/�����1�����n�H©@³/������­¬«Ó³1���O³D���n��­¬���3��¨����U���n��­¬©E�¦���O�¹®
���1�����U���Ê��³D��«�­�¨G���1�2® ���1���kÕ/³D���²±
­¬©@���M�<���5¯¦����­����1�¬����¶[�1����­¬�O��³D�O­¬�M���<Á

xk ! �3�����Ó�O���1�����¦�����xÉ�×¾�U³����n��­¬«�§1�������M���1�Ó³1���H��¨[�3�����¤�¾�����n���Ó­¬�E�¾®
�
«��������edVÍ
Â�ÁÓ���1�

xk ! ��¨[�O��© �����4K_§1���1«��b��¨3­SÉ ­SÉ �xÉP�����1�1�O© ¯�����­����1�¬���E¶G¯O��«°���O���<Á�®�­����Ú³1���O���¦�1­¬�¬­��¾�L©@������§1���
ξ¶C
�ç�äDâ_ñ¦ô â_ã<ì°á�í�äHÁ��

È3ÁP���1�
���4K_§1���1«��
(xk)

��«�«�§1©Ì§1���¦�����&�O�Ê�¤J��1­����Y�_§1©Ê�5���
K
��¨5³D�O­¬�M���

xi ����«���­�¯H­¬�1�p®Y��­¬�O�M��� ξ(xi) > 0®�­���� ∑K
i=1 ξ(xi) = 1

¶[«��O�M¯O�����O���1«��}���@��â�á¬ì2ò�
�ã°å¾ãÌâ_ã<ì°á�í�ä�ôEã�çVì°îp
�ã�ÁkÉ
µÚ����§1³1³5�O���@Â �O��ÈË���¦��­¬��J����(­¬�L®����¦��¨[�O�¬�¬�2®���ÉÌ»������Ê­¬�L³����n��­¬«�§1�����������¦�}ÈË«��O�M�<��­¬�1�Ó���1��«������

®��1�������Ê�O­�¯O�����1����­¬�O�
X
­¬�3����³D���¦�����xÉWµ:��®���­������/É ��É1¨[�O�}ç�éêôEñ2ì°å�ì°îp
�ã°éêë¦É

ºY�O�1��­¬�1�������U���n��­¬©E�¦���O�
θ̂N �����¦�3©@­¬�1­¬©�­�Æ����

JN(θ)
É��3�1���U���1�����n�H©@³/������­¬«Ó³1���O³D���n��­¬���3��¨

θ̂N �����
�������¦���������Ê���1�O������¨

JN(θ)
���1�

• ­�¨ JN(θ)
a.s.→ J(θ)

¶7���¬©@�O�n����§1�������1Á�§1�1­�¨[�O��©@� �:­��
θ
¶G®��1���

JN(θ)
«����]�D�b®���­��������Ý���Ê����§1©

��¨¹�n���H«<�����n��­¬«����¬����­¬�1�1��³D���1�1���M��������©@���,���1­¬�Ó«��O��������³D�O�1�1�����U��îHä�á ��ñ

kôþÖ5å2
<ñ¦äHí}ÆPç � ñ��SÆPç�
Sí_ã
óÓîHô@èkã�
�ì�Á����1��­�¨

JN(θ)
­¬��«��O�M��­¬�H§1�O§1��­¬�

θ
¨[�O�p���M�

N
���1�

J(θ)
�����Ó�@§1�1­1K_§1��©@­¬�1­¬©�§1© �¦�

θ = θ̄
�1���1���

θ̂N a.s.→ θ̄ , N →∞ ;f2g�.0/'Rh3-WJ1�N0WJU-N�U5/BIi/2U5/21�jB/"IiGVUk35.0/ WVRcXlL�m�35GJ35PSjnm0U5GVmo/2Uc35P /eR�GJI�35.0/'pKq�/eRh35P L7WE35GVUHP 1]WsrV/210/2U-WJOoRcP 35t�WE35P GV1uPSR�v wEx2yz_k{�10/j2WJ1|WJOSRcGZU5/BIi/2U@35G|v wBy�IiGVU7U5P rVGVU5GJt�R@N�/2}J/2O GVm0L�/21
3-R2_�~�1|�oGJ35.�j2WVRc/eRs35.0/�m0U5G�GJI?R@WJU5/4L�GVU5/�j<GVL�m0O P�jBWE3-/2N�35.�WJ1�P 1�35.0/RcP 35t�WE35P GV1�R"�aWJ1�N4���o/2O GE�M_
Î/ù
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• ���1���¬�_«����,�D������¯H­¬�O�
��¨ J(θ)
�����O§1�1�

θ̄
¶[­����
�1����­�¯¦�¦��­�¯M���<ÁY���1�����1��§1�1­�¨[�O��©����¬©@�O�n�
��§1����«��O�_¯O���²±

�O���1«��p��¨x���1�p�1����­�¯¦�¦��­�¯M���¹��¨
JN(θ)

��­�¯M�����1�Ó���n�H©@³/������­¬«��1�O��©E���5�1­¬�n����­¬�1§/��­¬���@��¨
θ̂N �����O§1�1�

θ̄
É

µÚ���������¬�,�1���1����� N (m,C)
���1���1�O��©E���,�1­¬�n����­¬�1§/��­¬���E®�­�����©@�����

m
���1�b¯�����­����1«��k±¾«��2¯�����­����1«��

©E�¦����­ Õ
C
É

ºY�O�1��­¬�1����¶Gµ Á��!¼����n��­¬©E�¦��­¬����­¬�U�1�O�1�¬­¬�1�����
�����O��������­¬�O�xÉ�µÚ����§1³1³5�O���������¦�

y(xk) = η(θ̄, xk) + εk , θ̄ ∈ Θ , xk ∈ X , k = 1, 2, . . .
¶ Ô Á

®��1�����
(εk)

­¬���@���4K_§1���1«��Ì��¨�­¬�1�1��³5���1�1���M�������1�1�O©ª¯�����­����1�¬���3®�­����
Ex(εk) = 0

���1�
Ex(ε

2
k) = σ2(x)®�­����

0 < a < σ2(x) < b <∞ ¨[�O�����M�
x ∈ X ÉµÚ���������¬�x§1�������1��¨[�O�¬���2®�­¬�1������«k�1�1­¬«�����������§1©@³/��­¬�O�1��Í

�
Θ
Í

Θ
­¬���@«��O©@³���«°�p��§1�1���°�Ó��¨

IRp ��§1«k�������¦� Θ ⊂ ­¬�M� (Θ)
�����1��«°�¬�O��§1������¨&���1��­¬�M������­¬�O�3­¬�_�

(Θ)
��¨

Θ
É

���
η

Í
η(θ, x)

­¬�3�5�O§1�1�1�����O� X ×Θ
���1�

η(θ, x)
­¬�3«��O�M��­¬�_§1�O§1��­¬�

θ ∈ Θ ∀x ∈ X É
�MÕ

η

Í
θ̄ ∈ ­¬�M� (Θ)

���1� ∀x ∈ X � η(θ, x)
­¬���¾®
�@��­¬©@����«����_��­¬�_§1�O§1�����U�1­ O,�������M��­����1�¬�Ó®�­�����������³D��«k�Ó���

θ ∈ ­¬�M� (Θ)
�/���1�����SJ����n���¾®
���1����­�¯��¦��­�¯O�����������D�O§1�1�1�����O� X × ­¬�M� (Θ)

É
�3�1��µä�!¼����n��­¬©E�V�<���

θ̂N
WLS

©@­¬�1­�©�­¬Æ��°�

JN(θ) =
1

N

N∑

k=1

w(xk)[y(xk)− η(θ, xk)]
2 ,

®�­����
w(x)

�D�O§1�1�1�����O� X ÉYÒÓ�1��«����U���1�V® �����¦��­������¦��­¬��J����3���1��¨[�O�¬�¬�2®�­��1�1Í

• ­�¨ � Θ
���1�����

η
���������¦��­¬��J������<���O�°���1���3®�­��������1�����n��­¬©E���1­¬�¬­ �¾�E«��O�1�1­���­¬�O���

∫

X
w(x)[η(θ, x)− η(θ′, x)]2ξ(dx) = 0⇔ θ′ = θ ,

���1���
θ̂N

WLS
a.s.→ θ̄

�
N →∞ É

• × ¨²�1©@�O�����2¯M�������MÕ
η
­¬�3���¦��­¬��J��������1�U���1��©E�¦����­ Õ

M1(ξ, θ̄) =
∫

X
w(x)

∂η(θ, x)

∂θ |θ̄

∂η(θ, x)

∂θ> |θ̄
ξ(dx)

�����3¨[§1�¬�,�����1 5�1���1���
√

N(θ̂N
WLS − θ̄)

d→ z ∼ N (0,C(w, ξ, θ̄)) , N →∞ ,

®��1�����
C(w, ξ, θ) = M−1

1 (ξ, θ)M2(ξ, θ)M
−1
1 (ξ, θ)

®�­����
M2(ξ, θ) =

∫

X
w2(x)σ2(x)

∂η(θ, x)

∂θ

∂η(θ, x)

∂θ>
ξ(dx) .

�2�nGJ35/�35.�WE3]IiGVU4WJ1�WVRcXlL�m�35GJ35PSj2WJO O X�N�PSR5jBU5/B35/*N�/eRcP rV1 Y �".0PSj-.�jBGVU5U5/eRcmoGV1�N0R@35G|RcP 35t�WE35P GV1�� Y WJ1%P 1
35/2rVU-WJO��"U5P 3c35/21
∫

X
f(x) ξ(dx)

jBGVU5U5/eRcm^GJ1�N0Rk35G@35.0/sN�PSR5jBU5/B35/MRct0L ∑
K

i=1
f(xi)ξ(xi)

_
Ðo�
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ÒÓ�1��«��������1�2® �����¦�
C(w, ξ, θ̄)−M−1(ξ, θ̄)

­¬�3�1�O�H±¾�1���M�¦��­�¯O���1��J��1­�����¨[�O�����_�
w(x)

�1®��1�°���

M(ξ, θ̄) =
∫

X
σ−2(x)

∂η(θ, x)

∂θ |θ̄

∂η(θ, x)

∂θ> |θ̄
ξ(dx)

���1�
C(w, ξ, θ̄) = M−1(ξ, θ̄)

¨[�O�
w(x) = c σ−2(x)

®�­����
c
�Ú³5�O��­���­�¯M��«��O�1�n�<���M��É µ:��­¬�O�_��­¬�1�:�_�

���1��­¬�M¯M����������¨¹���1�Ê¯�����­����1«�����¨¹���1���������O����­¬�Ó���_§1�}�O³/��­¬©Ì§1© �¦©@�O�1��µä�!¼L���n��­¬©E�¦���O����­��L������©@����¨
���n�H©@³/������­¬«Ó¯¦����­����1«�����¨!���1�����n��­¬©E�¦���O��É

ºY�O�1��­¬�1���Ì�1�2® ���1�E«������b��¨
n


�ã¾ó�ã°å7áGå7áSñ¦ä/ìUñ��bç(â_ã<ì°á�í�ä
X = (x1, . . . , xm)

�&®�­����
N = mn

���1�
�����<�����_§1©Ê�5������¨
�O�1�����n¯¦�¦��­¬�O�1��É@�3�1��«���­�������­¬�O�

J ′
N(θ)

�O�/�<��­¬�1���:�M�L����³1����«�­¬�1�����1���O�1�����n¯¦�¦��­¬�O�1���_�
���1��­¬�3©@�����x�1�����b¶7¢MÁk�1���¦��­¬��J����

J ′
N(θ)

a.s.→ 1

m

m∑

i=1

w(xi)[η(θ, xi)− η(θ̄, xi)]2 , n→∞

���1�L���1�Ê«��O�M¯M�����O���1«��@­¬�Ó§1�1­�¨[�O��© ­¬�
θ
§1�1�1���*�

Θ

���1�����
η

ÉÌ·���³D�°��­���­¬�O�1�Ó©E�������H§1���1���¬³L�������O��¯O�
��©Ì�1­¬�O§1­ �²�L³1���O�1�¬��©@����§1«<�Ý���������¦�Ì���1«��O§1�M���������Ý­¬�]Ñ&Õ1��©@³1�¬�E£/É(ºY�O�1��­¬�1�°�Ê���M��­¬��À&­¬�O§1��� Î Ô ��­�¨

y­¬��«��¬�O���Ê���
A
�O�

B
���1�����@�kÕ/­¬�n���¾®
���1­¬�n�<���M�����n�<­�©E�¦�����

θ̂1
���1�

θ̂2
�������H«�­��¦�����(®�­����Ú���¬©@���n����­¬©@­¬�¬���

«���­�������­¬�O�@¯����¬§1���
JN(θ̂1) ' JN(θ̂2)

ÉWÈ¹�E����³D�°��­���­¬�O�1�Y��¨P���1�Ó�1����­¬�O�x�
J ′

N

®�­¬�¬�������1�����ÌÆ������Ê¨[�O�Y�O�1�p���1�
���1�

θ̂i ! ���O�1� �O�1���_§1��­¬�1�1­¬«��¦��­¬�1�������¦�����1���¦�<�1�°�����n��­¬©E�¦����«��O��������³D���1�1�����@�Ê�¬�H«����,�O³/��­¬©Ê§1©UÉ
Õ�
2��
1ÿ �nÂlÂlÁyÂ����RÑ@Ò À �c�(Âl������Ò/��Â
Ñh�������(�(Â
Ñ0��Ï��9�
×¾�U���O©@����­���§��¦��­¬�O�1�Y���1�}������§1©@³/��­¬�O����¨&«��O�1�n�<���M��¯�����­����1«��

σ2 ¨[���
���1���������O��� εk
­¬�b���1��©@�_�1���W¶ Ô ÁY­¬�

�1�������¦��­¬��J����xÉ¹µß�1�������1��¯¦����­����1«���­¬���1�O���n�<�¦��­¬�O�����n����­���­������������O�����1�¬�����@��§1³1³D�O���}�����¦��­����1��³D���1�1�
�O�

x
É�Âp����§1©@�������¦�

Exk
(ε2

k) = βλ(θ̄, xk) , β > 0 .
µÚ���������¬�x§1�������1��¨[�O�¬�¬�2®�­¬�1������«<�1�1­¬«�����������§1©@³/��­¬�O�1��É
���

λ
Í
λ(θ̄, x)

­¬�Y�D��§1�1�1���U�O� X � λ−1(θ, x)
­¬�
�5�O§1�1�1���U�O� X ×Θ

���1�
λ(θ, x)

­¬�Y«��O�M��­¬�H§1�O§1�Y�O�
Θ

∀x ∈ X É
�MÕ

λ
Í ∀x ∈ X � λ(θ, x)

­¬�&�¾®Y����­¬©@���&«��O�_��­¬�_§1�O§1�������1­ O,�������M��­����1�¬�¹®�­����Ê������³D��«°�W���
θ ∈ ­¬�M� (Θ)

�����1�����
J����n���¾®Y�@�1����­�¯��¦��­�¯O�����������D�O§1�1�1�����O� X × ­¬�M� (Θ)

É
�3�1���O���1­¬�����n�M�!¼����n��­¬©E�¦���O�p­¬���n��­¬�¬�
¶[�n�����O�1�O���1Áp«��O�1��­¬�n�����M�����1�(���n�H©@³/������­¬«����¬�����1�O��©E���&­¬�����1­¬�

«��O�M���kÕH�&��¨/�1�O�}�n�<�¦��­¬�O�����n�p¯�����­����1«��W§1�1�1���P���1�Y������§1©@³/��­¬�O�1�P§1������­¬�����1�¹³1���°¯H­¬�O§1������«°��­¬�O�xÉ�L��V®Y�°¯O�����
®Y�Ê���2¯O�Ê�������(�����¦����©@�O�1�Eµä�!¼����n��­¬©E�¦���O�������1�Ì¯¦����­����1«��Ì®
����©@­¬�1­�©Ì§1© ®��1���L���1�Ì®Y��­¬�O�_���p®
�����
�O­�¯O�����M�

λ−1(θ̄, xk)
É��3�1�}³1���O�1�¬��©ª­¬�
�����¦�����1�°��«����1�1�����5��§1��������­¬�1«��

θ̄
­¬�3§1�1 _�1�2®��xÉ�É�É

× ��®Y�O§1�¬�U�D������©@³/��­¬�1�Ì����§1����®Y��­¬�O�M���3�����¦���1��³5���1���O�
θ
�/�����¦��­¬���/����©@­¬�1­¬©�­�Æ��

1

N

N∑

k=1

[y(xk)− η(θ, xk)]
2

λ(θ, xk)
.

L��2®Y�°¯M�����x���1­¬�Ó©@�°���1�H��ôÊîMì°åpèkã¦
�ã2î�ã<ò°å¾ã�â���­¬�1«��Ê�O�1�Ì«����L������­¬�������1�2®Ù�����¦�Ó���1�Ì«��O��������³D�O�1�1­¬�1�����n��­ ±
©E�¦���O�
­¬��ä,ñ¦å3ò<ñ¦ä/ì°á¬ì°å¾ã°ä�å7É

ÂÞ��­¬©@³1�¬�Ó©@�°���1�_��«��O�1��­¬�n����­¬�U§1��­¬�1�Ê�¾®Y�@�n����³1����¨Ð�!¼����n��­¬©E�¦��­¬���xÍ
Î É�§1�����O���1­¬�����n�Í�!¼:¶

w(x) ≡ 1
Ák�/®��1­¬«<���O­�¯O���3���1�����n��­¬©E�¦���O�

θ̂N
LS

�
ÐHÎ
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Ð É�§1���Êµä�!¼�®�­�����®Y��­¬�O�_���
w(xk) = λ−1(θ̂N

LS, xk)
���1���1�������M�

θ̂N
TSLS

���1��¶[��®
�¦±n¼_�<�����Ê�!¼1Áp���n��­ ±
©E�¦���O�
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λ
���O�O�°���1���3®�­��������1�����n��­¬©E���1­¬��­ �¾�b«����1�1­���­¬�O�
∫

X
λ−1(θ̄, x)[η(θ, x)− η(θ′x)]2ξ(dx) = 0⇔ θ′ = θ ,

­¬©@³1� �
θ̂N

TSLS
a.s.→ θ̄

�
N →∞ É

• × ¨²�1©@�O�����2¯M�������MÕ
η

���1���MÕ
λ

�¦�������¦��­¬��J��������1�U���1��©E�¦����­ Õ

M(ξ, θ̄) =
∫

X
λ−1(θ̄, x)

∂η(θ, x)

∂θ |θ̄

∂η(θ, x)

∂θ> |θ̄
ξ(dx)

�����3¨[§1�¬�,�����1 5�1���1���
√

N(θ̂N
TSLS − θ̄)

d→ z ∼ N (0, βM−1(ξ, θ̄)) , N →∞ .
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θ̂N
k
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Jk,N(θ) =
1

N

N∑

k=1

λ−1(θ̂N
k−1, xk)[y(xk)− η(θ, xk)]

2 , k ≥ 2

���1�
θ̂N
1 = θ̂N
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JN(θ) =
1

N
‖y − ηX(θ)‖1 =

1

N

N∑

i=1

|y(xk)− η(θ, xk)|

¨[�O�!�������O��������­¬�O�Ì©@�_�1���SÉ!× �&­¬��­¬©@³D�O�n�<���M�������1�����¹�����¦�
JN(θ)
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JN(θ)
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JN(θ)
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�a�g�������0���þ�5çl�Mã
η(θ, x1) = θ1+θ2

2 � η(θ, x2) = η(θ, x3) = θ1+θ2
ç�äDâÓì°î2óMó�ñ2ì2ã�åGï1ç�å

y = (5, 2, 4)
�

�xï�ã°ä
JN(θ) = 2

��ñ

}ç�ä�ë
θ
ì°î�ò<ï�åGï1ç�å

θ1 + θ2
2 = 5

ç�äDâ
2 ≤ θ1 + θ2 ≤ 4

�
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¡ ¢ Ð ¥SÉ
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η(θ, x) = r>(x)θ
ÉE�3�1���x�!���1��©@­¬�1­¬©�­����¦��­¬���(��¨

JN(θ)
­¬���4K_§1­�¯¦���¬���_�����

���1��©@­¬�1­�©@­����¦��­��O����¨ ∑N
k=1 αk

§1�1�1���3���1��«��O�1�n������­¬�_���

−αk ≤ y(xk)− r>(xk)θ ≤ αk , k = 1, . . . , N .

�3�1�����@�����
N + p

¯�����­����1�¬����¶
α = (α1, . . . , αN)>

���1�
θ
Ák�

2N
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α
���1�

θ
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k=1 αk
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}ç½
�ã í�
�ã<ì<ì°áSñ¦ä�ôEñ�â_ã°é � áGåGïLñOèkì2ã�
��¦ç�å7áSñ¦ä/ì�í�á@��ã°ä(è�ë

y(xi) = θ̄1 exp(−θ̄2xi) + εi ,

� ï�ã�
�ã¹åGï�ã¹îHäY�¦ä,ñ � ä¦�¦ç�éêî�ãB�pñ��
θ̄
á¬ì

(1, 2)> � åGï�ã�ã�
�
�ñ

�ì
εi
ç�
�ã¹á2�¬á2�Gâ��/ä,ñ

kô@ç�é N (0, σ2) � áGåGï σ = 5 10−3 �

�xï�ã�â_ã<ì°á�í�ä:ò<ñ

�
�ã<ì¾ó�ñ¦äDâVì�å¾ñ æ $�$�ó�ñ¦áGä�åGì
xi

ã*��î1ç�éGéêëÊì¾ó1ç_ò<ã�â@áGä
[0, 1]

�
Ö5î2óMó�ñ2ì2ã�åGï1ç�å�ç��°ç�áGéêîp
�ã�ñ��3åGï�ã�ì2ã°ä/ì2ñ

�îMì2ã�âÌå¾ñ�ò<ñ¦éGé¬ã<ò°å�ñOèkì2ã�
��¦ç�å7áSñ¦ä/ì�ñ2ò<ò°îp
�ìc�É
�ñ¦ô

i = 11
å¾ñ

i = 30ç�äDâR�É
�ñ¦ô
i = 50

å¾ñ
i = 64 � åGï�ãLòkñ

�
�ã<ì¾ó�ñ¦äDâ�áGäHíµ�¦ç�éêî�ã<ì(ñ��

y(xi)
ç�
�ã�åGï�ã°ä ã*��î1ç�é3å¾ñÅXVã�
�ñ9� �xï�ã

ñOèkì2ã�
��¦ç�å7áSñ¦ä/ì�ò<ñ

�
�ã<ì¾ó5ñ¦äDâbå¾ñ�åGï�ã�â_ñ¦åGìÊáGäÅÜWá�í�îp
�ãÊÚ(ì � � áGåGï i
ñ¦ä:åGï�ã�ï�ñ

ká XVñ¦ä�å ç�é�çÓ�Oá¬ìÓ�M�xï�ã�ój
�ã�âOáSò°å¾ã�â


�ã<ì¾ó�ñ¦ä/ì2ã
η(θ̂N

LS, xi)
��ñ

ÓåGï�ãnÆcÖ:ã<ì°å7áGô@ç�å¾ñ

Óá¬ì�áGäDâ�áSò�ç�å¾ã�â@è�ë�åGï�ã}âMçVì<ï�ã�â�éêáGä,ã�áGä�åGï�ãpì�ç�ôEã�æ!í�îp
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Óï1ç���ãÊç}��ã�
kë@ì°å2
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ç�äDâbåGï�ã
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ÆcÖlò�
káGå¾ã�
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<ã�â�ã�
�
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�ì � ì2ñbåGï�ç�å3é�ç�
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�
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këEì°å2
�ñ¦äHí�ã2�pã<ò°å��µ�xï�ã�ój
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­¬�3�O­�¯O�����M�

JN(θ) =
1

N

N∑

i=1

ρ[y(xi)− η(θ, xi)]

®�­����
ρ
�Ì¨[§1�1«°��­¬�O��®��1­¬«<��­¬�3©@­¬�1­¬©�§1©ª�¦��Æ������1É

À��O�3­¬�1�n�<���1«����1���1�ÇL�§1�5�������n��­¬©E�¦���O�
���¦��­¬��J����

ρ(e) =

{

e2/2
­�¨ |e| < δ

δ|e| − δ2/2
�����1���n®�­����¦�

®�­����
δ
���O©@��³D�O��­���­�¯O�Ó���1�������1�O�¬�xÉWÂÞ³1�¬������¨

ρ(e)
­¬�3�O­�¯M���U­¬��À&­¬�O§1��� Î ¤�¶G¨[§1�¬�x�¬­¬�1�2Ák�H���O�O�°���1���3®�­������

³1�¬���3��¨!���1�}���1���O�¬§/����¯¦���¬§1����¨&­�����J����n���1����­�¯¦�¦��­�¯M�@¶[�������1�����¬­¬�1�2ÁkÉ
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ρ′ ¶[�������1�����¬­¬�1�2Á

�!§1 ��°� ! �p���n��­¬©E�¦���O�
­¬�3�O­�¯M���U�M�

ρ(e) =

{

[e2 − e4/δ2 + e6/(3δ4)]/2
­�¨ |e| < δ

δ2/6
�����1���n®�­¬����É

ÂÞ³1�¬������¨
ρ(e)

­¬���O­�¯O����­¬��À&­¬�O§1��� Î/ù ¶G¨[§1�¬�x�¬­¬�1�2Ák�/���O�O�°���1���3®�­�������³1�¬������¨&���1�����1���O�¬§/����¯¦���¬§1����¨�­����
J����n���1����­�¯¦�¦��­�¯M�@¶[�������1�����¬­¬�1�2ÁkÉ

�3�1�p�D������¯H­¬�O�¹��¨x���1�p�1����­�¯¦�¦��­�¯M�
ρ′ �kÕ/³1����­¬�1�W®��M�}L�§1�5��� ! �
���n��­¬©E�¦���O��­¬�¹«����¬�¬����ä,ñ¦ä��;
�ã�â_ã<ì2ò<ã°äDâ�áGäHí

®��1���������W�!§1 ��°� ! �¹­¬��«����¬�¬�°�Í
�ã�â_ã<ì2ò<ã°äDâ�áGäHí�É&»�����­¬«��Y�����¦�5L�§1�D��� ! �W���n��­¬©E�¦���O�&©E�� O���W�Ó��©@�H�����Ê«��O©@³1���¦±©@­¬���}�5�°�²®Y�����µ�!¼����n��­¬©E�¦��­¬�O��¶G¨[�O����©E���¬�P�������O����� |e| < δ
Á����1�
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�°¯O���n�_®��1�������D���Ê�����¦���n�<���1�������U�O³/��­¬©@­¬���¦��­��O�U���¬���O��­����1©�«������5��§1������¨[�O�3­����3©@­¬�1­¬©�­����¦��­��O�xÉ
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¶G¨[§1�¬�x�¬­¬�1�2ÁY���1�����1���O�¬§/���Ó¯����¬§1����¨&­����3�1����­�¯��¦��­�¯O�

ρ′ ¶[�������1�����¬­¬�1�2Á

�u\0ª � mÐ­Wz�~Ývn~ dCz<�5egdCz��a`�`uf
Õ�
Eön
2� ¿�À �a� � ����ÒlÑ2���YÒ/ÁyÂ
�3�1���¬­¬ ����¬­��1�H�_���¦¨

y
«��O��������³5�O�1�1�Ê�������1��«��O�1�1­���­¬�O�����W³1���O�����1­¬�¬­ �²�(�1���1��­��¾����¨����1�b�O�1�����n¯��V�<­��O�1�

y�O­�¯O���E���1�Ó©@�H�1���D³�������©@�°�������
θ
�H®��1­¬«<�b®Y�Ó�������¬�D�1���1�����

π(y|θ) É�µß�1���b®
�Ó���n��­¬©E�¦���p³�������©@�°��������� y­¬�3�O­�¯O����¶[�O�1�����n¯¦�¦��­¬�O�1�<Á3���1�U���1��©@�VÕ/­¬©Ê§1©��¬­¬ ����¬­��1�H�_�:¶SÏß�!Á
���n��­¬©E�¦���O�
θ̂N

ML

©@�VÕ/­¬©@­�Æ����
π(y|θ) ÉºY�O�1��­¬�1���3�������O��������­¬�O��©@�_�1���5®�­����

N
�O�1�����n¯��¦��­¬�O�1�Y«��O����§1³/�<�°�U�M�E­SÉ ­SÉ �xÉ_�������O���Y®�­����b³1���O�����1­¬�¬­ �¾�

�1���1��­��¾�b¨[§1�1«°��­¬�O�Ú¶[³xÉ �xÉ ¨²É Á
ϕ(·) ÉW�
�1���x�

π(y|θ) =
N∏

k=1

π[y(xi)|θ] =
N∏

k=1

ϕ[y(xk)− η(θ, xk)] .

¼H­¬�1«������1�Ó¨[§1�1«°��­¬�O�U�¬�O�M����­����1©�­¬�3�n����­¬«°�����b­¬�1«���������­¬�1�1�H®
��«������4K_§1­�¯¦���¬���_�����b©@­��1­¬©�­�Æ��

− log π(y|θ) =
N∑

k=1

− log ϕ[y(xk)− η(θ, xk)] .

�3�1��Ïß�Ý���n��­¬©E�¦���O��­¬�����1�����°¨[�O���Ê��Ï�±¾���n��­¬©E�¦���O��¨[�O�
ρ(e) = − log ϕ(e)

Í3���1�����n��­¬©E�¦��­¬�O��©@�k�<�1�_��­¬�
������³/�����L���b���1�Ê�1­¬�n����­¬�1§/��­¬�O����¨W���1�Ê³D���n��§1�����¦��­¬�O�1��É�¸p­ O,�������M��³xÉ �xÉ ¨²É

ϕ
�H­¬���¬�L�1­ O,�������M���°����­¬©@�¦���O����Í

�!¼b¨[�O��½}�¦§1����­��¦�U�1­¬�n����­¬�1§/��­¬�O�1���
L1
±¾���n��­¬©E�¦��­¬���b¨[�O�W����³1����«����1­¬�n����­¬�1§/��­¬�O�1���/�°��«�É

Ï��O�����O���1�������¬�����
ϕ(·) ©E���b�1��³D���1���O� x

�/®�­����
ϕxk

���1��³xÉ �xÉ ¨²É���¨!���1���������O�
εk

�<���V��«��O����§1³/���3���1�
�O�1�����n¯¦�¦��­¬�O�

y(xk)
�5�¦�1�

θ̂N
ML

���1����©@­¬�1­¬©�­�Æ����
N∑

k=1

− log ϕxk
[y(xk)− η(θ, xk)] .

ÒÓ�1�:«���� ���1�2® �����¦��§1�1�1������§1­��<���1�¬�(������§1©@³/��­¬�O�1���Ó��­¬©@­¬�¬���E���l���1�O���:§1����� ­¬� ¼H��«°��­¬�O� Ð É Î É Ô �
√

N(θ̂N
ML − θ̄)

­¬�Ì���n�H©@³/������­¬«����¬� �(�1�O��©E����®�­����àôÊáGä�áGôÊîHô �¦ç�
ká7ç�ä,ò<ã°�&�O­�¯O�����M�:���1�b­¬�M¯O�������b��¨3���1�
ÜWá¬ì<ï�ã�
�áGä/��ñ

kô@ç�å7áSñ¦ä�ô@ç�å2
káE�OÍ

√
N(θ̂N

ML − θ̄)
d→ z ∼ N (0,M−1

F (ξ, θ̄)) , N →∞ ,

®�­����
MF (ξ, θ̄) =

∫

X
Iϕ(x)

∂η(θ, x)

∂θ |θ̄

∂η(θ, x)

∂θ> |θ̄
ξ(dx)

ÐOÖ
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θ
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π(θ)

π(θ|y)

θ̂MAP

θ̂0

ÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉ

ÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉ
� σ0

À&­¬�O§1��� Ðo� ÍWÈ
���O����­��������n��­¬©E�¦��­¬�O�

®��1�����
Iϕ(x)

­¬�
�<�1��À&­¬���1����­¬�/¨[�O��©E�V��­��O�b¨[�O�3�¬�H«��V�<­��O�x�

Iϕ(x) =
∫ ∞

−∞

[

ϕ′
x(e)

ϕx(e)

]2

ϕx(e) de .

Õ�
Eön
1Õ �«Á"���p�7��Ò/Â�����Ò0��Âl���4�p�0����ÒlÑ0ÁjÏ
ºY�O�1��­¬�1���b���1�L��­���§��¦��­¬�O�à®3�1�����:���°¯O���������n����§1«°��§1����� Mi

«��O©@³D�°�������]�1����«���­¬�D�L���1�L�D������¯H­¬�O���¦¨Ì�
�n�H�n����© S É�À��O�¹­¬�1�n�<���1«����_���1�°�@©E����«��O��������³D�O�1�E�����D������¯H­¬�O�����5©@�H�1���¬��®�­����E­¬�1«���������­¬�1�}«��O©@³1�¬�kÕ/­��²��������¦��­¬���1­¬�1«���������­¬�1���_§1©Ê�5������¨&³�������©@�°���������1®3­����

pi

³�������©@�°�������3¨[�O� Mi

É
µÚ�L���¦��§1�����¬���Ý®�­¬���à���ëJ��1�Û���1�L�5���n���n����§1«°��§1���(���1�Û���n��­¬©E�¦����­����b³�������©@�°��������ÉÞ�3�1��Øu�Oç�á1�Mã

Äkä/��ñ

kô@ç�å7áSñ¦äë�Ð
káGå¾ã�
káSñ¦ä@�O­�¯O����³1���O�����1���E���1��©@�O�n�3¨7��©@�O§1�3©@�°���1�_�xÉW× ��­¬�3�O­�¯O�����M�

jAIC(θ, i) =
1

N
[− log π(y|θ) + pi]

���Ý�5�(©@­¬�1­¬©�­�Æ����à®�­����ß������³5��«°�����
θ
���1�

i
É µß�1���ß���1�(©@�H�1���p�n����§1«°��§1���:­¬�RJ/Õ/���x�Ó©@­¬�1­¬©�­�Æ�­¬�1�

jAIC(θ, i)
®�­����ß������³5��«°�����

θ
«�����������³5�O�1�1�U���Ý©E�VÕ/­¬©Ì§1© �¬­¬ ����¬­��1�H�_�Û���n��­¬©E�¦��­¬���xÉ��P�°�

θ̂i
�5�L���1�

���n��­¬©E�¦�����:¯����¬§1�@��¨
θ
¨[�O� Mi

�&���1�E­¬�1����­¬�}����«<�1�H�O��� Mî

®�­����
jAIC(θ̂i, i)

©@­¬�1­¬©�§1©�ÉU»������@�����¦�
«��O©@³1�¬�kÕ��n����§1«°��§1�����p������³5�������¬­¬Æ����U�1§1�����Ê���1��������©

pi
É

Òp���1���������¬��«°��­¬�O�Ú©@�°���1�H�1�}�kÕ/­¬�n�������¦���������:�O�Ú��­¬©@­¬�¬����­¬�1��������¨3³5�������¬­¬Æ�­¬�1��«��O©@³1�¬�kÕ:�n����§1«°��§1�����
�����2¯O�O­¬�:�2¯M���²±¾³�������©��°������­¬Æ��¦��­¬�O�Ü¶[§1�1�1��«����������n�Ú«��O©@³1�¬�kÕ/­��¾�1Á°���������&��É �1É��
¡ ¢O¢¦¥SÉb�3�1�°�:�1­ O,�����_�L���1��­¬�
�1��J��1­���­¬�O����¨&³D�������¬­¬Æ��¦��­¬�O�(¶G���1��®
�2�

pi
���M�����������1��«���­�������­¬�O�5ÁkÉ

�u\,± ¡"mc®5egopzCm5^þego�xYz�~�mÐxYzC`5^
×¾�lÈ
�2�O����­����Ý���n��­¬©E�¦��­¬�O�Ú���1�U³�������©@�°�������

θ
������«��O�1��­¬�1�������Ü���Ê�����1�1�O© ¯�����­����1�¬������®�­����Ý�L _�1�V®��

¶[�O�����¦���1�����O§1���������5Á�³xÉ �xÉ ¨²É
π(θ)

¶G���1�@ój
káSñ

�â�á¬ì°å2
ká7è�îHå7áSñ¦äHÁkÉ�Â�¨G�����
N
�O�1�����n¯¦�¦��­¬�O�1�

y
®Y�b«��������1���

«��O�1�n����§1«°�W���1�Yó�ñ2ì°å¾ã�
káSñ

�â�á¬ì°å2
ká7è�îHå7áSñ¦ä���¨5���1�3³�������©@�°�������
π(θ|y)

É&× ��®�­¬�¬�H�D�3©@�O���
«��O�1«����M�����¦�������������
���1��³1��­¬�O�
�1§1���<�Ê���1��­¬�/¨[�O��©E�V��­��O�U���1�1�����M�����1���O�1�����n¯��¦��­¬�O�1��É¹À&­¬�O§1��� Ðo� ���1�V®��3�<�1����­���§��¦��­¬�O�xÉ

Âp³1³1���H­¬�1�@È
���O������§1�¬�Ó®Y�}�O�/�<��­¬�x�

π(θ|y) =
π(θ,y)

π(y)
=

π(y|θ)π(θ)

π(y)

Ð £
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�3�1��©E�VÕ/­¬©Ì§1©eç�ó�ñ2ì°å¾ã�
káSñ

káD���n��­¬©E�¦���O�
θ̂N

MAP

©E�VÕ/­¬©@­�Æ����
π(θ|y)

�1�����¦��­¬���1©E�VÕ/­¬©@­�Æ����

log π(y|θ)
︸ ︷︷ ︸�¬�O�¦±¾��­� O���¬­��1�_�H� + log π(θ)

︸ ︷︷ ︸�¬�O�Ê³1��­¬�O� .

ÈY���������1�Ê­¬�/¨[�O��©E�¦��­¬�����O�����1�Ê���¦��§1���Ì��¨W���1�Ê³D���n��§1�����¦��­¬�O�1��¶[�¬�O�¦±¾��­� ����¬­��1�H�_�5Á����1�����1�Ê­¬�/¨[�O��©E�¦��­����
�O�����1��©@�H�1���x³�������©@�°��������¶[�¬�O�Ê³1��­¬�O�<ÁY���������_§1�3�<�� �����­¬�M������«�«��O§1�_��É

Ç��1�1������§1­��<���1�¬�Y������§1©@³/��­¬�O�1���
θ̂N

MAP

�����&���1�
����©@�3���n�H©@³/������­¬«¹³1���O³D���n��­¬�������&���1��Ïß�U���n��­¬©E�¦���O��É

�u\2· ¢Mr(egfazCwyxYzC`5^ui
e	rYr(`$r�~�e>xY�a`ufao
¼H�E¨7����®Y�Ì�O�1���U�1�°�<��­¬�¬�������1��«������Ì��¨W�����O��������­¬�O��©@�_�1���¬��É��3�1�����Ì�kÕ/­¬�n�Ó��­���§��¦��­¬�O�1��®��1���������1���O�1�����²±
¯¦�¦��­¬�O�1�

yk
�������1����­¬�1�1��³5���1�1���_��É¹�3�1�}­¬�1�����¦¨�³1�����1­¬«°��­¬�O�H±¾�������O�
©@�°���1�H�1��­¬�
���@«��O�1�n����§1«°��¯�����­����1�����

e(xk, θ)
�
���1��³1�����1­¬«°��­¬�O�Ü�°�����O�����
�����¦�@¨[�O��© �:���4K_§1���1«��L��¨ÊáGäDâ_ã¾ó�ã°äDâ_ã°ä�å3�����1�1�O© ¯��¦��­¬���1�¬����®��1���

θ = θ̄
¶[§1�1�1���}���1��������§1©@³/��­¬�O�:�����¦�����1�b���¦�<�������E�O���1�����¦�����]�M�:���1�E©@�H�1��� M(θ̄)

«��O����§1³/�����]�M�
���O©@��³D���n��§1�����¦��­¬�O�1�<ÁkÉ
À��O���������O��������­¬�O��©@�H�1�°�S�1���1�°�U«��O��������³D�O�1���������1�}�O§/��³1§/�p�°�����O���������1�}�1­ O,���²±
���1«������D�°�¾®Y���������1���O�1�����n¯¦�¦��­¬�O�1�����1�U���1��©@�_�1���x���°��³5�O�1������É

ºY�O�1��­¬�1���3¨[�O�3­¬�1�n�<���1«������1�}ÈY��Õ�Ø¤£����1 _­¬�1��©@�_�1���S�/¨[���4K_§1���M������§1������­¬����­¬©@�Ó������­¬����ÉYÒÓ�1�������

y = F (θ, q)u + G(θ, q)ε ,

®��1�����
q−1 «��O��������³D�O�1�1���������1�E�1�������(�O³D�����¦���O���!�����¦��­¬��� q−ix(k) = x(k − i)

¨[�O�����M�(¯¦����­����1�¬�
x
�

���1�
F
���1�

G
�����}���¦��­¬�O�����x¨[§1�1«°��­¬���1�p­¬�

q−1 �D��É �1É�� F (θ, q) = (θ1q
−1 + θ2q

−3)/(q−1 + θ3q
−2)
É3�3�1�

³1�����1­¬«°��­¬�O���������O�������������1�����O­�¯O�����M�

e(k, θ) = G−1(θ, q)[y(k)− F (θ, q)u(k)]

���1���������O�/�<��­¬�1���U�M�}J���������­¬�1�Ì���1�����4K_§1����«����p��¨&­¬�1³1§/���
u(k)

���1���O§/��³1§/���
y(k)

É
�3�1�:�°����­¬©@�¦��­¬�O�Û«���­�������­��Ú³1���������_����� ­¬�Û���1�L³1���°¯H­¬�O§1�U����«°��­¬�O�1�U©Ì§1�n���<�1�°���D�:��³1³1�¬­¬���à���]���1�

³1�����1­¬«°��­¬�O���������O����ÉÓÒÓ�1�Ì©E���U���°¨[���p����³D��«�­����¬�������L¡ Ð ¢V¥!¨[�O�p�E�1�°�<��­¬�¬����³1���������M�<�¦��­¬�O����¨�­¬�1���_��­ J�«��V�<­��O�
¨[�O�3��§1«<���/�H����©@­¬«����x�n�H�n����©@���5�����}���¬����¡ Î Ô �5¢¦¥SÉ

¥ ¦¨§ ÿ��
	 �4��÷�ÿ�����þ
�3�1�U³1���O�1�¬��© «��O�1��­¬�n���@­¬�]©@­¬�1­¬©�­�Æ�­¬�1�

JN(θ)
®�­����Ý������³5��«°�@���

θ ∈ Θ
É]�3�1�U©@�°���1�H�]���(�D�U§1�����

�1��³D���1�1���O�U���°¯M�������P¨7��«°���O������©@�O�1�Ì®��1­¬«k�xÍ
Î É3���1�}�1��J��1­���­¬�O����¨&���1�Ì���1©@­¬����­¬�1����³�������©@�°���������°�p®��1­¬«<��©E�2��­¬�_¯O�O��¯O�}���O©@�}«��O�1�n������­¬�M�����<�@�D�
�<�� �����­¬�_������«�«��O§1�M�Ó�

Ð É3���1��¨7��«°�3�����¦�
JN(θ)

©E���b�O�3©E�2�b�1�����D���1­ O,�������M��­����1�¬�p®�­����U������³D��«°�����
θ

�
¢/É3���1��³5�O����­¬�1�¬��³1���������1«°����¨&�¬�H«����x©�­¬�1­¬©@�Y�
Ô É3���1���1­¬©@���1��­¬�O�

p
��¨

θ
�

Ö É3���1�@�O�1�¬­¬�1��«����¬�¬��«°��­¬�O�(��¨
���1�@���¦�<�U®��1­�«k�Ú©E���(«�������¨[�O�����1�@�O�1�¬­¬�1�����n��­¬©E�¦��­¬���:�¦¨
���1�@©@�H�1���
³�������©@�°��������É

Ð Ô



��������� ����� �"!$# %��&���('*) �����,+ -�./�0),�1�����2-435��6�6
798�:;:�<;-�=>��?1?@�,# ?0-�ACB,%��CB,�ED�F�G2HI8*F,-�8�:;:�<

ÒÓ³/��­¬©@­¬���¦��­��O�]­¬�Ê�M�]­������°��¨Ó��¯M���n�Ý�1���M���]���O³1­¬«��Y���1�Ý®Y���������¬�
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(xN+1, yN+1)

���1�����n��­¬©E�¦���O�Ì�5��«��O©@���
θ̂N+1 = θ̂N + f(θ̂N , yN+1, xN+1)
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³�������©@�°�����3���n��­¬©E�¦������É
�a�g�������0���Q� à�ã�ï1ç���ãpå¾ñÊâ_ã°å¾ã�
kôÊáGä,ãpåGï�ã � ã°á�íVïHåGì�ñ��Óã°á�íVïHåWñOè,î�ã°åGì � áGåGï�ç}ì¾ój
°áGä_í�è<ç�é�ç�ä,ò<ã � çVì�ì<ï�ñ � äáGäPÜWá�í�îp
�ã æ Ú��Ê�xï�ãÌñOè,î�ã<ò°åGìÓï�ç���ã � ã°á�íVïHåGì mi � i = 1, . . . , 8 � åGï�ãÊã�
�
�ñ

�ì

εi
ç�
�ã}á2�¬á2�Gâ�� N (0, σ2)

�
à�ã�ì<ï1ç�éGéxîMì2ã}å � ñ�ôEã°åGï�ñ2âVìÓ�

�«��Ò À Á"�«�¢àÊã � ã°á�íVï�ã�ç_ò<ï�ñOè,î�ã°å�ì°î�ò<ò<ã<ì<ì°á@��ã°éêë9�Ê�xïHá¬ìpí�á@��ã<ì
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ÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉ
ÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉ
ÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉ
Éy = m1 −m2 + ε

m1

m2

À&­¬�O§1��� ÐHÎ Í��3�1�}��³1��­¬�1�����������1«���§1������­¬�UÑ&Õ1��©@³1�¬� Î��
ç�äDâÊåGï�ã}ã<ì°å7áGô@ç�å¾ã�â � ã°á�íVïHåWñ���ñOè,î�ã°å i á¬ì�ì°áGôpóDéêë m̂i = y(i) � � ï/áSò<ïEá¬ì�â�á¬ì°å2
ká7è�îHå¾ã�â ∼ N (mi, σ

2)
�

�5ñEíMç�áGä�áGä�ój
�ã<ò°á¬ì°áSñ¦ä � � ãÊ
�ã¾ó�ã�ç�å�åGï�ãbã��°ó�ã�
káGôEã°ä�åu��å7áGôEã<ìEç�äDâ�ç���ã�
�ç2í_ã�åGï�ãÊ
�ã<ì°îHéêåGì á áGåYí�á@��ã<ìä,ã � ã<ì°å7áGô@ç�å¾ã<ì ˆ̂mi ∼ N (mi, σ
2/8)

�½�xïHá¬ì�ôEã°åGï�ñ�â@îMì2ã<ì¦÷�ð:ñOèkì2ã�
��¦ç�å7áSñ¦ä/ìÓ�
�«��Ò À Á"��Õ àÊãEîMì2ã|�:â�á �pã�
�ã°ä�å�ò<ñ¦ä2æ!í�îp
�ç�å7áSñ¦ä/ì � � áGåGïR��ñ

bã�ç_ò<ï]ñ��ÊåGï�ã°ô ì2ñ¦ôEã�ñOè,î�ã<ò°åGì�ñ¦ä]åGï�ãEé¬ã2�<å

ç�äDâÊì2ñ¦ôEãÌñ¦ä�åGï�ãÇ
ká�íVïHå á
y(1) = m1 + m2 + m3 + m4 + m5 + m6 + m7 + m8 + ε1 ,
y(2) = m1 + m2 + m3 −m4 −m5 −m6 −m7 + m8 + ε2 ,
y(3) = m1 −m2 −m3 + m4 + m5 −m6 −m7 + m8 + ε3 ,
y(4) = m1 −m2 −m3 −m4 −m5 + m6 + m7 + m8 + ε4 ,
y(5) = −m1 + m2 −m3 + m4 −m5 + m6 −m7 + m8 + ε5 ,
y(6) = −m1 + m2 −m3 −m4 + m5 −m6 + m7 + m8 + ε6 ,
y(7) = −m1 −m2 + m3 + m4 −m5 −m6 + m7 + m8 + ε7 ,
y(8) = −m1 −m2 + m3 −m4 + m5 + m6 −m7 + m8 + ε8 .

Ö5áGä,ò<ãWåGï�ã�
�ã
ç�
�ã@�}ñOèkì2ã�
��¦ç�å7áSñ¦ä/ìy��ñ

��¹ó1ç�
�ç�ôEã°å¾ã�
�ì � � ã3ñOè�å ç�áGäÌåGï�ã3ã<ì°å7áGô@ç�å¾ã<ì
è�ë3ì2ñ¦é&�2áGäHí�ój
�ã��2áSñ¦îMì
ã*��î1ç�å7áSñ¦ä/ì � ï�ã°ä�ì2ã°å7å7áGäHíEåGï�ã εi

ª ì}å¾ñ�XVã�
�ñ �

m̂1 =
y(1) + y(2) + y(3) + y(4)− y(5)− y(6)− y(7)− y(8)

8
,
ã°å¾òÓ�

�xï�ã�
�ã2��ñ

�ã �
m̂1 = m1 +

ε1 + ε2 + ε3 + ε4 − ε5 − ε6 − ε7 − ε8

8
,
ã°å¾òÓ�

Ö5áGä,ò<ã�åGï�ã
εi
ª/ç�
�ã�áGäDâ_ã¾ó�ã°äDâ_ã°ä�å � � ã�ñOè�å¾ç�áGä m̂i ∼ N (mi, σ

2/8)
�1§/�3®�­����U¤Ì�O�1�����n¯��¦��­¬�O�1�3�O�1���j¯

×¾�EÑ&Õ1��©@³1�¬� Î�� �O���1��«��O�1�n����§1«°��­¬�O����¨x�a�¾�O�H�_�p�
�1����­¬�O�@«��O��������³5�O�1�1�W���}��«��O©Ì�1­¬���¦���O��­��¦�/³1���O�1�¬��©�É
µß�1���Ú���1�@�1����­¬�O�:¯�����­����1�¬���

xk
�����@�������W�H§1©Ì�D�������&�O³/��­¬©Ì§1© �1����­¬�O�:¨[�O�}³�������©@�°���������n��­¬©E�¦��­¬�O�(­¬�

¶[«���������­¬«����¬� �1ÁY�O�/�<��­¬�1���U�M�U�O³/��­¬©@­�Æ�­��1������«��������
¨[§1�1«°��­¬�O�U��¨&���1�E¶7���n�H©@³/������­¬«2ÁY«��2¯�����­����1«���©E�¦����­ Õb��¨
���1�����n��­¬©E�¦���O��É

À��O�W­¬�1�n�<���1«����_¨[�O��µä�!¼����n��­¬©E�¦��­¬�O��­¬�E�������O��������­¬�O�E©@�H�1���1®�­����@®Y��­¬�O�M��­¬�1�}�M�����1��­¬�M¯O�������p��¨,���1�
¯¦����­����1«��

σ2(x)
��¨!���1���������O�����1���1�}���n�H©@³/������­¬«�«��2¯¦����­����1«���©E�¦����­ Õb��¨

θ̂N
WLS

­¬�
���1��­¬�_¯O����������¨

M(ξ, θ̄) =
∫

X
σ−2(x)

∂η(θ, x)

∂θ |θ̄

∂η(θ, x)

∂θ> |θ̄
ξ(dx) ,

������¼H��«°��­¬�O� Ð É Î É Ô ÉàÒp���1���@©E�¦����­¬«��°�@�����U�O�/�<��­¬�1���Ý¨[�O�Ê�����1���@���n��­¬©E�¦���O�����¹��������É �1ÉY¼H��«°��­¬�O�1� Ð É Î É Ö �
Ð É Ô É�»������}���1�����O�¬�}��¨����1�������1��­���­�¯H­��²��¨[§1�1«°��­¬�O�1���,���¬�������/�U§1���°¨[§1�!���E«��O©@³1§/���}���1���1����­�¯¦�¦��­�¯M�}��¨����1�
���n��­¬©E�¦��­¬����«���­�������­¬�O�x�/�����Ì¼H��«°��­¬�O��¢/É

¢ �
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ÒÓ�1�Ó���1�O§1�¬�E���_§1�
«k�1�_�O���
ξ
�����¦�
©E�� ����

M−1(ξ, θ̄)
���Y��©@���¬�D���
³D�O����­¬�1�¬��É�»������������¦�

M
�1��³D���1�1�

�O�
θ̄
®��1­¬«k��­¬�3§1�1 _�1�2®��xÉYÂÞ«���������­¬«��¦����³1³1���M��«<��«����¬�¬���Lé¬ñ2ò<ç�é�â_ã<ì°á�í�ä�«��O�1��­¬�n����­¬�U§1��­¬�1�@��³1��­¬�O�
�O§1�����

θ̂
�H�1�O³D�°¨[§1�¬�����1���Y���_��¨7���W¨[���O©

θ̄
É&µÚ�����1���b®Y�O�� Ê®�­����

M−1(ξ, θ̂)
É�À��O�¹­¬�1�n�<���1«����/�O�1�p«����b©E�VÕ/­¬©@­�Æ��

log detM(ξ, θ̂)
�1®��1­¬«<��­¬�3«����¬�¬���

D
±¾�O³/��­¬©Ì§1©��1����­¬�O�xÉ¹ºY��������­¬«����x���°¨[�������1«����Ó������¡ ÎOÎ ��¢ Î ¥SÉ

�3�1�3�O³/��­¬©E���
ξ∗
¶[��³5��«�­ J�«����¬�O�O��­ ���1©@�&�����Y­¬�1�1­¬«��¦�����Ì­¬�����1�3���5�V¯O�
���°¨[�������1«����<Á&�<�� ����&���1�Y¨[�O��©Ù��¨D�

�1­¬��«����°���p�1­¬�n����­¬�1§/��­¬�O�@�O�@���1�p�kÕ/³D����­¬©@���M�<���D�1�O©E�¦­¬� X �_®�­���� k
��§1³1³D�O�n�
³5�O­¬�_���

x1, . . . , xk ����«���­�¯H­¬�1�®Y��­¬�O�M���
w1, . . . , wk

�!���1�:���¦��§1�����¬� � ∑k
i=1 wi = 1

¶[­���«����:�D��«��O�1��­¬�1���������������1��­¬�1�������1­�������­¬�1§/��­¬���
��¨¹�kÕ/³5����­¬©@���_�<���&��O,�O�n�Ó�����¦���O�1�Ì���1�O§1�¬�L§1���2ÁkÉÌÒÓ�1�Ê«����L���1�V®Ù�����¦�

k ≤ 1 + p(p + 1)/2
­¬�Ó����®3���H�

���1�O§1�O�x�O®�­����
p
���1�3�_§1©Ì�D������¨D³�������©@�°��������És³Ó§1­����
��¨G�����Ì¨[�O�

D
±¾�O³/��­¬©E�¦�H�kÕ/³D����­¬©@���M���

k = p
É!µß�1���

�O�1��³1�����1�3���@«��O�¬�¬��«°�
N
�O�1�����n¯��¦��­¬�O�1���5�O�1�}���1�O§1�¬�U���1�������n�b���@�1­¬�n����­¬�1§/�������1��© ����«��¬�O�������b���

ξ∗
���

³D�O����­¬�1�¬��É��3���¦�Ì­¬���
ni

�O�1�����n¯��¦��­¬�O�1�����1�O§1�¬���D�b©E���1�@¨[�O�
x = xi ®��1����� ni/N

��³1³1���2Õ/­¬©E�¦���������1�
�O³/��­¬©E���5®
��­¬�O�M�

wi
É

�3�1�@����©@�Ê©@�°���1�_�1�O�¬�O����«����:�D��§1�����(���U�1����­¬�O�:�O³/��­¬©E���!­¬�1³1§/���Ó¨[�O��³�������©@�°���������n��­¬©E�¦��­¬�O��­¬�
�/�H����©@­¬«������n�H�n����©@���&������¡ Î Ô ��¢ ù ¥SÉEÀ��O�S�P×p�n����§1«°��§1�������&�O�1�@«����:��­����1����«<�1�H�O�������1��­¬�1³1§/�}���4K_§1���1«��
u(k)

¶G¨[�O�}�U�1­¬��«����°���k± ��­¬©@���n�H�n����©bÁ��O�����1�E������³5�E��¨Y���1�@��³D��«°����§1© ¶[³D�2®Y������³5��«°�������¹�1���1��­��¾�1Á���¨
u¶G¨[�O���U�1­¬��«����°�����O��«��O�M��­¬�_§1�O§1�²± ��­¬©@�Ì�n�H�n����©bÁkÉE×¾�(���1�����¦��������«������������1���O³/��­¬©Ê§1© «��O��������³D�O�1�1�������

�1­¬��«����°������³D��«°����§1© ¶[��­¬�_§1���O­¬�1�<Á¹®�­������Ì¨[�°® «��O©@³D�O�1�°�_�����O�1���OÉ
µÚ�����¬�������/�:©@���M��­¬�O�1���:���1�b�1��³D���1�1���1«��U�¦¨3���1�b�O³/��­¬©Ì§1©e�1����­¬�O���O�]��³1��­¬�O�}�O§1�����

θ̂
¶G���1­¬��­¬�

����®
���H�����1�3«������
¨[�O��»a��Ä(�n����§1«°��§1�����<ÁkÉ��3�1��������³1³1���M��«<�1����«������D�3§1�����Ê�����O���D�°�O�O�1�x�_�����3��É �1É�«<����³xÉ
£Ê��¨
¡ ¢O£/��¢O¤¦¥SÉ
Î ÉpÒÓ�1��«����U§1�������1���kÕ/³D��«°������¯����¬§1����¨����1���1����­¬�O�U«���­�������­¬�O�x�/��É �1É��

log detM(ξ, θ̂)
�/®�­�����������³D��«°�

���
θ̂
�1­¬�n����­¬�1§/������®�­����U���O©@���1���1��­��¾�

π
���1��©E�VÕ/­¬©�­�Æ�� ∫

log detM(ξ, θ̂)π(θ̂)dθ̂
É

Ð ÉpÒÓ�1�E«����Ú§1������©E�VÕ/­¬©@­��Ú��³1³1���M��«<�x�����1��«��O�1��­¬�1���}���1�@®Y�O���n��¯¦���¬§1�E��¨
���1�E�1�°��­��O��«���­�������­¬�O�
®�­����U������³D��«°�����

θ
­¬�����O©@�����°�

Θ̂
É�µÚ�����1����©E�VÕ/­¬©@­�Æ��

minθ̂∈Θ̂ log detM(ξ, θ̂)
É

¢/ÉpÒÓ�1�U«����Ü§1�����(���4K_§1���M��­������1����­¬�O�Ü��³1³1���M��«k�x�¹®��1����������«<�Ü�1����­¬�O�l³1��������­¬�Ì¨[�O�¬�¬�2®Y���l�M�l���
�O�1�����n¯¦�¦��­¬�O�����1���������n��­¬©E�¦��­¬�����n�<���O��Í

· · · �1����­¬�O� xk →
�O�1�����n¯O�

y(xk)→
���n��­¬©E�¦���

θ̂k → �1����­¬�O�
xk+1 · · ·

â}�p���(Âlã©Û
Ú��nÄkå&á¬ìpáGôpó5ñ

kå ç�ä�å&áGäbì2ã*��î�ã°ä�å7á7ç�é,â_ã<ì°á�í�ä�åGï1ç�åWç�å¹ã�ç_ò<ï�ã<ì°å7áGô@ç�å7áSñ¦äbì°å ç2í_ãpåGï�ã}ã<ì°å7áGô@ç�å¾ñ



θ̂k îMì2ã<ì3���¬����1�����¦�<����¯���­¬�����1���
y(x1), . . . , y(xk)

�
�xï�ã}çVì°ë¦ôpóDå¾ñ¦åSáSòYój
�ñ<ó5ã�
kå7áSã<ì�ñ��ÓåGï�ãÌã<ì°å7áGô@ç�å¾ñ



θ̂k � k →∞ � ç�
�ã�ä,ñ¦åWåGï�ãÓì�ç�ôEã5��ñ

}çÊì2ã*��î�ã°ä�å7á7ç�é
â_ã<ì°á�í�äÚçVì � ï�ã°ä(åGï�ã xk

ª ì�ç�
�ã�ò<ï�ñ2ì2ã°ä(áGäDâ_ã¾ó�ã°äDâ_ã°ä�å7éêëUñ��}åGï�ã@ñOèkì2ã�
��¦ç�å7áSñ¦ä/ì}�²çVì�
�ç�äDâ_ñ¦ô ñ

Êâ_ã��
å¾ã�
kôÊáGä�á¬ì°å7áSòEò<ñ¦ä/ì°å ç�ä�åGì;�9�µ�xïHá¬ì¦
�ã°ô@ç�
*��çkóMóDéêáSã<ì@ã���ã°äR��ñ

ÇÆcÖ � ã���ã°ä:áGä�éêáGä,ã�ç�
�ôEñ�â_ã°é ì � ì2ã<ãEãÓ�êí��
ú æ Ú � æ�æ � æ $�û��

æ ���xï�ã�â_ã<ì°á�í�ä(ñ��ÓåGï�ãÊã��°ó�ã�
káGôEã°ä�å���ñ

nó¤Æ�� ôEñ�â_ã°é ì�ò�ç�ä(ç�é ì2ñEèkã�è<çVì2ã�â�ñ¦ä�ä,ñ¦ä��nçVì°ë¦ôpóDå¾ñ¦å7áSòYój
�ñ<ój�
ã�
kå7áSã<ì�ñ��Uã<ì°å7áGô@ç�å¾ñ

�ìÓ��ç}ñ � ã���ã�
 � å[ïHá¬ì}
�ã*��îHá@
�ã<ì}
�ç�åGï�ã�
Uò<ñ¦ôpóDéêáSò�ç�å¾ã�â(âHã���ã°é�ñkóDôEã°ä1åGì � ì2ã<ã � ãÓ�êí�� �ú æ ÷ � æ�´ û��

Þ��nÄkä:ì2ñ¦ôEãÊì°áGå7î1ç�å7áSñ¦ä/ì@åGï�ã�ã<ì°å7áGô@ç�å7áSñ¦älñ��pó1ç�
�ç�ôEã°å¾ã�
�ì�á¬ì�ñ¦ä�éêë�ç�ä]áGä�å¾ã�
kôEã�â�á7ç�å¾ãÌì°å¾ã¾ólå¾ñ � ç�
�âVìbç
ôEñ

�ã�ì¾ó�ã<ò°á æYòEñOè,î�ã<ò°å7á@��ã � ��ñ

ÊáGä/ì°å ç�ä,ò<ãÊåGï�ãbñ<óDå7áGôÊá¬ì�ç�å7áSñ¦äÝñ��ÌåGï�ãÌì°ë2ì°å¾ã°ô½�ë�xï�ãÓó�ñ2ì°áGå7áSñ¦äÝñ��ÌåGï�ã
ñ<óDå7áGôÊîHô�åGï�ã°ä�â_ã¾ó�ã°äDâVìpñ¦äbåGï�ã�ó1ç�
�ç�ôEã°å¾ã�
�ì�å¾ñÌèkãÓã<ì°å7áGô@ç�å²ã�â � � ïHáSò<ïEò�ç�ä�èkã�å çl�Mã°äbáGä�å¾ñÌç_ò<ò<ñ¦îHä�å

¢ Î
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áGäEåGï�ã�â_ã7æ�ä�áGå7áSñ¦äUñ��3ç�â_ã<ì°á�í�ä�ò�
káGå¾ã�
káSñ¦äUã<ì¾ó�ã<ò°á7ç�éGéêë}çMâMçkóDå¾ã�â�å¾ñ�åGïHá¬ìPæ�äDç�é5ñOè,î�ã<ò°å7á@��ã � ì2ã<ã$úCÚ�Ú � Þ�Ú�û��
àEï�ã°ä@åGï�ã�â_ã<ì°á�í�ä@á¬ìYì2ã*��î�ã°ä�å7á7ç�é � åGïHá¬ì3á¬ìYì°å2
�ñ¦äHí�éêëé
�ã°é�ç�å¾ã�â�å¾ñ�������³/��­�¯O�Y«��O�M�������PáGäUò<ñ¦ä�å2
�ñ¦é/åGï�ã<ñ

kë �ì2ã<ã � ãÓ�êí�� � ú æ � � Þ�$�û��

ª¤\,� � `ufaegd¦fazCopwjr(z�~�zC^amÐxYzC`5^
�3�1­¬�}­¬�����1�½K_§����M��­��<�¦��­�¯M��«��O§1�M������³����n�}�����1­¬�n��­¬�1�O§1­¬�������1­¬��­ �¾�L«����1��­��1��������­¬�]¼H�°«°��­¬�O� Î ÉIÔHÉbµÚ�@�O�1���
³1���������M�p�O�1���kÕ1��©@³1�¬�Ó�<�� ����U¨[���O©e¡ Ð ¥SÉW�3�1��©@�°���1�H�U§1������­¬�3�1����«���­¬�D����­¬�����1������©@�����°¨[�������1«���É
�a�g�������0���y�Nº
µ Õ�¶;¼ �xï�ã�ì°ë2ì°å¾ã°ô ò<ñ

�
�ã<ì¾ó�ñ¦äDâVìLå¾ñÜçßò<ï�ã°ôÊáSò�ç�éa
�ã�ç_ò°å7áSñ¦ä

A → B � åGï�ã�
�ãÚç�
�ã(å � ñã��°óDé�ç�äDç�å¾ñ

kë}�¦ç�
ká7çMè�é¬ã<ì á x = (
å7áGôEã

t,
å¾ã°ôpó5ã�
�ç�å7îp
�ã

T )
��àÊã � á¬ì<ï�å¾ñR�¦ä,ñ �ä� ï�ã°åGï�ã�
�åGï�ã�
�ã�ç_ò°å7áSñ¦ä:á¬ì

ñ��SÚVì°å � æ äDâ � Þ9
�âUñ

Wð�åGï�ñ

�â_ã�
4�
�xï�ã�
�ã2��ñ

�ã � åGï�ã�
�ãÌç�
�ã5��ñ¦îp
Ìò<ñ¦ôpó�ã°å7áGäHí@ôEñ�â_ã°éDì°å2
kî�ò°å7îp
�ã<ì á

η(1)(θ1,x) = exp[−θ11t exp(−θ12/T )] ,

η(2)(θ2,x) =
1

1 + θ21t exp(−θ22/T )
,

η(3)(θ3,x) =
1

[1 + 2θ31t exp(−θ32/T )]1/2
,

η(4)(θ4,x) =
1

[1 + 3θ41t exp(−θ42/T )]1/3
,

ã�ç_ò<ï�ñ¦ä,ã�â_ã¾ó�ã°äDâ�áGäHíbñ¦äLå � ñ�ó1ç�
�ç�ôEã°å¾ã�
�ìÓ�*)
ä,ãÊò�ç�ä:ò<ï�ã<òÉ��åGï1ç�å¹åGï�ã°ëbç�
�ãÌâ�á¬ì°å7áGäHí�îHá¬ì<ï1çMè�é¬ãÓ�
à�ã3ó�ã�
0��ñ

kô�ì2ñ¦ôEãÓì°áGôÊîHé�ç�å7áSñ¦ä/ì�ç�äDâÌí_ã°ä,ã�
�ç�å¾ãÌñOèkì2ã�
��¦ç�å7áSñ¦ä/ì � áGåGïUåGï�ã�ì2ã<ò<ñ¦äDâÊì°å2
kî�ò°å7îp
�ã � åGï1ç�å¹á¬ì �

y(xj) = η(2)(θ̄2,xj) + εj

� áGåGï θ̄2 = (400, 5000)>
åGï�ã�å2
kî�ãÅ�¦ç�éêî�ã(ñ���åGï�ãEó1ç�
�ç�ôEã°å¾ã�
�ì�áGä�ôEñ�â_ã°é æ � �xï�ã

(εj)j

ª ìLç9
�ã�á2�¬á2�Gâ��
N (0, σ2) � áGåGï σ = 0.05

�
�xï�ãÓçMâ�ôÊá¬ì<ì°á7è�é¬ãpã��°ó�ã�
káGôEã°ä�å ç�é�â_ñ¦ô@ç�áGä X á¬ìYí�á@��ã°äUè�ë á 0 ≤ t ≤ 150 � 450 ≤ T ≤ 600 � ì2ã<ã�ÜWá�í�îp
�ã

æ Þ��
�xï�ã�â_ã<ì°á�í�ä�çkóMój
�ñ�ç_ò<ï � ã�ò<ñ¦ä/ì°á7â_ã�
�á¬ì�ì2ã*��î�ã°ä�å7á7ç�é ��Ø$�<å¾ã�
ÓåGï�ã�ñOèkì2ã�
��¦ç�å7áSñ¦ä�ñ��

y(xj) � j = 1, . . . , k �� ã

• ã<ì°å7áGô@ç�å¾ã θ̂k
i

è�ë¦ÆcÖÊ��ñ

�ã�ç_ò<ïbì°å2
kî�ò°å7îp
�ã �
• ã<ì°å7áGô@ç�å¾ã}åGï�ã�ój
�ñOèkçMè�áGéêáGå7ë

πi(k)
åGï1ç�å
åGï�ã�ôEñ�â_ã°é

i
á¬ì�ò<ñ

�
�ã<ò°å � i = 1, . . . , 4

� � áGåGï�åGï�ã�ój
�ñVò<ã�â�îp
�ã
â_ã<ì2ò�
ká7èkã�â�áGä�ú æ û,�9�

�xï�ã�â_ã<ì°á�í�ä@ój
�ñ2ò<ã<ì<ì�á¬ì�áGä�áGå7á7ç�éêá XVã�âbè�ëEçVì<ì°îHôÊáGäHí�ã*��î1ç�éHój
�ñOè<çMè�áGéêáGå7áSã<ì$��ñ

�ç�éGéxôEñ�â_ã°é ì � πi(0) = 1/4 �
i = 1, . . . , 4 � ç�äDâ�ò<ï�ñ2ñ2ì°áGäHí�åGï�ã&æ$
�ì°å(��ñ¦îp
Óâ_ã<ì°á�í�ä�ó�ñ¦áGä�åGì

x1, . . . ,x4

�ã�ç¦ì�ñ�ä5ç_è�é ë�ì¾ój
�ã�çMâ�áGä X ��ÜWá�í�îp
�ã

æ�æ ój
�ã<ì2ã°ä�åGì�åGï�ã�ã���ñ¦éêîHå7áSñ¦ä�ñ��3åGï�ãc��ñ¦îp
�ój
�ñOè<çMè�áGéêáGå7áSã<ì
πi(k)

çVìc�<îHä,ò°å7áSñ¦ä/ìÓñ��
k

�Rà�ãn��îHáSòÉ�¦éêëÌâ_ã°å¾ã<ò°å!åGï1ç�å
ôEñ�â_ã°é ìWÚ�ç�äDâWð�ç�
�ã3ä,ñ¦å�ò<ñ

�
�ã<ò°å����xï�ãg��ñ¦îp

áGä�áGå7á7ç�éVó�ñ¦áGä�åGì3å¾ã°äDâ�å¾ñ�áGäDâ�áSò�ç�å¾ã
åGï1ç�å�ôEñ�â_ã°éYÞ�ï1çVì�çÓïHá�íVï�ã�

ój
�ñOè<çMè�áGéêáGå7ë�åGï1ç�ä�ôEñ�â_ã°é æ ñ���èkã°áGäHí�ò<ñ

�
�ã<ò°å��Rç}ñ � ã���ã�
 � åGï�ãbò�ç�
�ã2�<îHéWò<ï�ñ¦áSò<ãEñ��ÌåGï�ã�ì°î�ò<ò<ã<ì<ì°á@��ãpó�ñ¦áGä�åGì
ô@çMâ_ãpè�ë}åGï�ã�ój
�ñ2ò<ã�â�îp
�ã�ë¦áSã°é�âVìpç�ò<ñ

�
�ã<ò°å�â_ã<ò°á¬ì°áSñ¦ä�ç��<å¾ã�
pçÇ
<ã�çVì2ñ¦äDçMè�éêëpì°ô@ç�éGé1ä�îHô@èkã�
Óñ���ñOèkì2ã�
��¦ç�å7áSñ¦ä/ìÓ�

�xï�ã
ì2ã*��î�ã°ä,ò<ãÓñ���â_ã<ì°á�í�ä}ó�ñ¦áGä�åGìYí_ã°ä,ã�
�ç�å¾ã�âÌè�ë}åGï�ã�ój
�ñ2ò<ã�â�îp
�ã�á¬ì�ój
�ã<ì2ã°ä�å¾ã<â�áGäRÜWá�í�îp
�ã æ Þ����xï�ã!æÐ
<ìkå
��ñ¦îp
�ó�ñ¦áGä�åGì�ï1ç���ãÊèkãkã°ä�ò<ï�ñ2ì2ã°ä � áGåGï5ñ¦îHå!ój
káSñ

é�¦ä,ñ � é¬ã�â2í_ãÓ���xï�ãÌä,ã��Oå�ó�ñ¦áGä�åGìÌå¾ã°äDâbå¾ñ�ç_ò<ò°îHôÊîHé�ç�å¾ã�ñ¦ä
çbì°ô@ç�éGé&ä�îHô@èkã�
@ñ���â�á �pã�
�ã°ä�åpò<ñ¦äDâ�áGå7áSñ¦ä/ì � ò<ñ¦ä/ì°á7â_ã�
�ã�â�çVìÊåGï�ã�ôEñ2ì°å3áGä/��ñ

kô@çOå7á@��ã���ñ

�â�á¬ì2ò�
káGôÊáGäDç�å7áGäHí
èkã°å � ã<ã°ä�åGï�ãÊò<ñ¦ôpó�ã°å7áGäHíÊìkå,
kî�ò°å7îp
�ã<ìÓ�

¢ Ð
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· ¸�¹ þ�º�»�÷�ú����U÷�ÿ����Ìþ ÷}þU��ÿ��W�xÿ���þ%°
Â×J����n����³1³1���M��«k��¨[�O�������n��­¬�1�E���1�Ì©@�H�1���!«��O�1��­¬�n���Ó­¬�������n��­¬�1�E���1��������­¬�1§����¬���

y(xk) − η(θ̂N , xk)
­¬�L�

�����O��������­¬�O��©@�H�1���S�O�O��©@�O���
�O���1�������¬���}���1��³1�����1­¬«°��­¬�O�Ê�������O���
e(k, θ̂N)

É&�3�1�°�����1�O§1�¬��«��O��������³D�O�1�����}�
���4K_§1���1«��}��¨!­¬�1�1��³5���1�1���M�������1�1�O© ¯�����­����1�¬�����/���1�U­¬�1�1��³5���1�1���1«��}­¬�
�Ì�n�<�¦��­¬�n��­¬«����D³1���O³D���n�¾�E�����¦�3«����
�D�������n�����xÉ�Âp�¬���1�_�1­ O,�������M�Y������§1©@³/��­¬�O�1�������¦�Y����¯O���D�����b§1�����x�H��§1«<�����¹�n�<�¦��­¬�O������­��¾�Ì�O�W�1�O��©E���¬­ �¾�Ì��¨
���1�}�1­¬�n����­¬�1§/��­¬�O�U��¨&���1�}³D���n��§1�����¦��­¬�O�1���5«��������¬���@�5�}�����n�������O�����1�}������­¬�1§����¬���5�������D��É �1É��!¡ Î/ù ¥SÉu³Ó§1­����
��¨G�����x�1­���­¬�����¬�������/�b­¬�1�n����§1«°��­�¯O��������­¬©@³1���E³1�¬���3���1��������­¬�1§����¬�������Ê¨[§1�1«°��­¬�O�U��¨

k
É

Â ����«��O�1�Ú��³1³1���M��«<�(­¬�Ó���������:�O��¯����¬­¬���¦��­��O�����¦�<�
(x′

j, y(x′
j))
�
j = 1, . . . ,M

�P�1����§1�����L¨[�O�p���1�
«��O�1�n����§1«°��­¬�O�Ì��¨����1�Y©@�H�1���S�����1�Ì«��O�1��­¬�n����­¬��«��O©@³�����­¬�1�����1�

y(x′
j) ! �!®�­��������1��­¬�!³1�����1­¬«°��­¬�O�1� η(θ̂N , x′

j)�M�b���1��©@�H�1���x«��O�1�n����§1«°������¨[���O©ª���1�����n�<­�©E�¦��­¬�O�����¦�<�
(xj, y(xj))

�
j = 1, . . . , N

É
µß�1�����<�1�(������§1�����������:�1�������¦��­¬�n¨G�H­¬�1�1�����1�:©@�H�1���@¶7���1��©E�2�H�5�(���1�Ú������§1©@³/��­¬�O�1�<Áb©Ì§1�n���D�

«<�����1�O���xÉ�Ñ3É �1É��P�O�1��©E�������2¯O�Ê����©@�H�1­�¨G�����1�Ê���n��­¬©E�¦���O�p�D��«���§1�������1�Ê­¬�1­���­��¦���¦����§1©@³/��­¬���1���O�L���1�
�1­¬�n����­¬�1§/��­¬�O�l��¨����1��³5���n��§1�����¦��­¬�O�1�b³1���2¯O���Û�����D��®����O�1�1�������:¼H��«°��­¬�O� Ð É Ô �����b�O�1��©E���l����¯M�����
�������1�1�O���<�1���n�<�¦��­¬�O������­ �²�b������§1©@³/��­¬�O�x�����1���¦����§1©@�������¦�3���1��¯�����­����1«����1��³D���1�1���O�

x
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