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1. SoitX une variable aĺeatoire discr̀ete. Montrer que l’entropie d’une fonction de
X est inf́erieure oúegaleà l’entropie deX en justifiant les pas suivants:

H(X, g(X))
(a)
= H(X) + H(g(X)|X)
(b)
= H(X)

H(X, g(X))
(c)
= H(g(X)) + H(X|g(X))
(d)

≥ H(g(X))

Et doncH(g(X)) ≤ H(X).

2. (a) SoitY = X5, oùX est une variable aléatoire qui prend des valeurs entières
positives et ńegatives. Quelle est la relation entreH(X) etH(Y ) ?

(b) Et siY = X2 ?

(c) Et siY = tan X?

3. (a) Consid́erez qu’une pìeceéquilibŕee est lanćee. Quelle est l’information
mutuelle entre la face en haut et celle qui est en bas ?

(b) Un d́e équilibŕe est lanće. Quelle est l’information mutuelle entre la face
en haut et celle en bas ?

(c) Quelle est l’information mutuelle entre la face en haut et celle qui est
tourńee vers le joueur ?

4. Supposez qu’on dispose den pièces qui peuvent ou pas comprendre une pièce
fausse. La pìece fausse peutêtre plus lourde ou plus lég̀ere que les vraies. On
dispose d’une balance pour peser les pièces.

(a) Comptez le nombre d’états dans lesquels l’ensemble den pièces peut̂etre,
et le nombre de possibles résultats desk pesages. En les comparant, déterminez
une borne suṕerieure au nombren de pìeces parmis lesquelles une suite de
k pesages permettent de déterminer quelle est la pièce fausse (si elle existe)
et si elle elle plus pĺeg̀ere ou plus lourde que les autres.
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5. Une pìece est lanćee jusqu’̀a l’occurence d’une face. SoitX le nombre de lance-
ments.

(a) Déterminez l’entropieH(X) en bits. L’expression suivante peutêtre utile
:

∞∑
n=1

rn =
r

1− r
,

∞∑
n=1

nrn =
r

1− r)2
.

Déterminez une śequence de questions binaires (réponses oui/non) de la
forme ” X ∈ S ?”, où S est un ensemble, ComparezH(X) avec le nombre
moyen de questions nécessaires pour déterminerX.

(b) SoitY le nombre de lancements jusquà l’occurence d’une deuxième face.
Par exemple,Y = 5 si la deuxìeme face est obtenue au cinquième lance-
ment. Argumentez queH(Y ) = H(X1 + X2) < H(X1, X2) = 2H(X),
et interpretez cette relation.

6. Un tournoi consiste dans une séquence de trois combats et termine aussitôt un
des joueurs gagne deux combats. SoitX la variable aĺeatoire qui repŕesente le
résultat d’un tournoi entre les joueursA et B, par exempleAA, ouBAB. Soit
Y le nombre de combats effectués.Y peut prendre les valeurs2 et3.

(a) Sous l’hypoth̀ese que les joueursA etB sontéquilibŕes et que les combats
sont ind́ependants, calculezH(X), H(Y ), etH(X|Y ).

(b) Soit Z l’ équipe gagnante. D́eterminezH(X|Z). Comparez avecH(X).
DéterminezH(Z|X).

(c) DéterminezI(Y ;Z).
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