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1. (Application du théoreme de Sanov)

Considérez que X ~ @ =[0.30.250.1 0.1 0.2 0.05]. Nous voulons savoir (une
approximation d’ordre 1 de) la probabilité pour que P, (1) > 0.4, ol P, est
le type d’une séquence de longueur n = 100 de réalisations statistiquement
indépendantes de X .

2. Considérez un test de décision binaire, H; versus H. Les observations X =
X, --- X, sont statistiquement indépendantes dans les deux cas. Caractérisez le
comportement (avec n) des tests de Neyman-Pearson pour les cas suivants:

(@) P, =N(u;,02)i=12

(b) Py=XNe Naax>0i=12
Admettez que la séquence observéé conduit a une erreur (et que n est trés grand).
Pour le premier de ces tests (et en admettant que o3 = 02 = o), quelle est la loi
de probabilité de X; sachant que la décision est erronéee ?

3. Démontrez que projecter (au sens de minimiser 1’entropie relative) une loi @
dans P; et le résultat Q sur P; N Py est identique a projecter directement )
sur Py N Ps. Considérez que Py est le sous-ensemble du simplex probabiliste P
défini par

p€771<:>2p(a:)hi(x)2ai, i=1,...r
et
PEPE Y p@)gi(x) > B,  i=1,...s
Admettez que P ¢ P1 N Po. Soit P* 1’élément de P; qui est le plus proche (au
sens de D(P||Q]) de @, et R* 1’élément de P; N P, qui est le plus proche de Q.
Justifiez que R* doit aussi étre le point de P; N Py le plus proche de P*.
4. (lien avec I’estimation paramétrique)

Considérez le test binaire entre deux éléments d’une méme famille paramétrique
G? de lois de probabilité:

H : X ~py(x)
Hy : X ~py,(x)
Caractérisez le comportement des tests de Neyman-Pearson entre ces deux hy-

potheses. Démontrez que
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20, (o, ||pe,) - (62)



et établissez la relation avec le probléme de I’estimation du parametre 6 de la
famille paramétrique G7.

Dans le papier ”Relations between Kullback-Liebler distance and Fisher Infor-
mation,” par A. Dabak et D. Johnson (fourni avec cet énoncé), la relation entre
I’entropie relative et I’information de Fisher est exploitée dans un cadre plus
général. Faites un bréve r ésumé des contributions de cet article, et illustrez-les
numériquement en considérant le cas ot Gy est une famille Gaussienne de di-
mension 2.



