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Chapter 4

Taux d’entropie (Entropy rate)

Dans le Chapitre 3 nous avons étudié le Théoreme du Codage Source pour des sources
blanches, c’est a dire, dont les symboles produits par la source sont statistiquement
indépendants et identiquement distribuées. Dans ce Chapitre nous allons généraliser ce
résultat pour des sources avec mémoire, en faisant appel a la notion de raux d’entropie.
Nous introduisons également la notion de codes universels, et nous présentons 1’algo-
rithme de Lempel-Ziv, comme exemple de code universel qui exploite la structure de
corrélation de la source.

4.1 Taux d’entropie et Codeur Universel

Définition 1 Taux d’entropie (Entropy rate)

Soit X, une source stationnaire (dont la distribution est invariante par rapport a des
translations (shifts) dans le temps). Son taux d’entropie (entropy rate), H(X) est, par
définition

— 1
H(X)= lim —H(X"), @.1)
n—oo N
ot nous utilisons la notation X7 = {X1, Xo,..., X, }. A

Propriété 1 Pour une source stationnaire, le limite dans la définition (4.1) existe et est
égal a
H'(X)= lim H(X,|Xn 1,Xn_2,...,X1) 4.2)

n—oo

A

Démonstration
Nous allons démontrer dans un premier temps que le limite H’ dans 1’équation (4.2)
existe.

0 < H(anX{)_l) :H(Xn‘Xn—la--wX?aXl)
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INE

H(X7L|Xn—la cee aXZ)

—~
o
=

H(Xn—1|Xn—27 s 7X1) = H(XTL—l‘X?_QL

ou (a) est justifiée car le conditionnement diminue 1’entropie, et (b) par la stationnarité
de X,,.
Nous voyons donc que

Opn = H(XH|X{1_1) 4.3)

est une séquence non-croissante («,, < a,_1) de nombres non-négatifs («,, > 0). Elle
doit nécessairement avoir une limite:

lim o, = H' .

n—oo

Nous énoncons maintenant un Lemme qui sera utilisé par la suite pour établir
I’égalité entre (4.1) et (4.2).

Lemme 1 Moyenne de Cesdro
Soit a,, une séquence et a sa limite :

an — Q.
Soit b,, 1a séquence :
1 n
bn = g Z a;.
=1
Alors

b, —a <& lim b, = lim a;.

Démonstration

nler;Obn:b<:>V§>O aN(d) : Vn > N(9) |bn, — b| < 6.
Comme a,, — a:
Ve >0, In(e) :Vn > n(e) lan, —al < e.
Soit n(€) 1’ordre dont I’existance est garantie par la convergence de la série a,,. Alors,

pour n > n(e),

lbn —a| =




(ai — a)

S|

@
Il
-

3
=

o
N2

n

1 1
< |= ; — — ; — .
< nZ(al o)+~ > (ai-a) (4.4)
=1 i=n(e)+1
car |a + b| < |a| + |b].
Le premier terme :
n(e) n(e)
1 1
— - < = -
n Z (a; )| < n Z la; — al
=1 i=1
1 ™)
— max |a; — al
n pa— i<n(e)

= max |a; — al nle)
i<n(e) n

Pour

n(e)
n> N*(e) = nle) = %Z(ai—a) <e.

€ IMAX; <n(e) |a'i - Cl| i=1

Pour le deuxieme terme dans 1’équation (4.4) :

LY @) < - Y e

<
i=n(e)+1 i=n(€)+1
1 n
< = max |a; — a
n i>n(e)

i=n(e)+1

n
= max |a; — a

i>n(e) n
< max |a; —a| <€
i>n(e)
par la définition de n(e).
On peut donc affirmer que ¥Yn > N*(¢)
|b, — a] < 2e.
Si nous prenons § = 2e, alors,
6/2
W0 Vn> N2 = — "D s
5/2 maXiSn((g/g)
c’est a dire, la série b,, converge, et elle a la méme limite que a,. A
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Nous pouvons maintenant finir la démonstration de 1’égalité entre (4.1) :

— a 1 1 1. (e 1
HX)Y tim ~H(x7) Y lim =37 H(X|X]) © lm 3" ay,
=1 =1

n—oo N

— ou nous considérons la définition de a; de I’équation (4.3) — et le limite intervenant
dans I’équation (4.2). Dans 1’équation précédante nous avons utilisé : (a) la définition
de H; (b) la régle de la chaine pour I’entropie conjointe; (c) la définition de la série «;.
L’ application du Lemme qui vient d’étre énoncé a cette expression conduit a

H(X)= lim o; = H'(X),
ce qui complete la démonstration.

Propriété 2 H(X7) satisfait les inégalités suivantes:

1 n
EH(XI’) > H(Xp| Xn-1,...,X1) 4.5)
et 1
—H(X!") < —H(Xy,...,Xn-1)- 4.6
n ( 1 ) = -1 ( 1, ’ 1) ( )
Ces deux inégalités nous disent que la séquence b,, = %H(Xf) est décroissante et

bornée inférieurement par ., = H(X, |X{l_1 )-

A

L’inégalité (4.5) peut étre démontrée de la fagon suivante:

Y H(Xi|Xi)

=1
@S H(X XL )
=1

» & o
> ) H(X|XP

i=1
= nH(X, X7,

H(XY)

ou (a) est justifiée par la stationnarité de la séquence, et (b) par le fait que le condition-
nement diminue 1’entropie.
L’inégalité (4.6) est facilement obtenue en utilisant (4.5) dans ’expansion de H(X7):

1 . 1 o e
EH(Xl) = E[H(Xl Y+ H(X, X7
1 1
< Z|HXMY+ ZH(X?
s o (X7 )+n (X71)
& m-1DH(X?) < nH(X{)
1 1
ZH(X™) < H(X,| X" Y.
:sn(l)_n_l(nll)
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Théoreme 1 (Codage Source)
Soit L% (X) la longueur moyenne (par symbole) d’un code optimal sans pertes pour
des séquences de taille n : X™ = {X1,..., X,,}. Alors

L (X) "= H(X).
A

Ce théoréme affirme que le taux d’entropie H (X ) est asymptotiquement (dans le limite
de blocs de grande taille (n — 00)) le nombre minimal de bits par symbole source pour
coder sans pertes les séquences de la source X,,. Le taux de compression optimal est
donc le taux d’entropie de la source.

Définition 2 Code universel
Soit C,, un code sans pertes pour des séquences de n symboles source, et £,, la fonction
qui décrit la taille des mots de ce code. C,, est un code universel si

1 —
lim F—¢,(X") = H(X),
n

n—0o0

pour foutes les sources X stationnaires . A

Nous verrons dans une Section ultérieure qu’il existent effectivement des codes uni-
versels, et que le code de Lempel-Ziv est un exemple bien connu de ce type de codes.

La version que nous avons présentée (dans le Chapitre 3) du Théoréme du Codage
Source, pour des sources i.i.d., est basée dans la Propriété d’équi-répartition asympto-
tique, qui affirme que si X, sont des variables i.i.d., alors

1 n—oo
~Zlogp(a") "=F H(X),
n

ol la convergence est en probabilité, et H(X) est ’entropie de Shanon des variables
aléatoires i.i.d. X,,.
Nous avons alors vu que pour n suffisament grand, I’ensemble e-typique défini par

1
A; = {x" : ‘—nlogp(m") —H(X)' < e}
satisfait les relations suivantes:
Pr{A5} > 1 —¢, on(H(X)—€) < |AS| < on(H(X)+e)

Ces équations affirment qu’il existent ~ 2"#(X) séquences qui concentrent presque
toute la masse de probabilité. Nous pouvons alors concentrer nos efforts de codage sur
cet ensemble, en utilisant un code dont la longeur est prés de 1’entropie de la source,
avec une probabilité d’erreur aussi petite que I’on souhaite.

Cependant, la Loi Forte des Grands Nombres, dans laquelle est basée la Propriété
d’équi-répartition asymptotique, est valable pour des processus plus généraux que les
sources i.i.d.: les processus ergodiques, dont nous donnons maintenant la définition.
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Définition 3 Source ergodique
Soit X,, ={..., X_1, X0, X1,...}, X, € X, une source stationnaire, et représentons
par T'(X) I’opérateur de translation (shif?):

Y = T({ .. ,X_l,Xo,Xl, .. }) = { .. ,X(),Xl,XQ, e .}, =Y,=X,._1.

Soit T%(X) la translation de X par k unités de temps:

Y =THX)=>Y, = X, .

La source X, est ergodique si pour toute fonction mesurable f : X — R avec
E[f(X)] < oo
1 n—soo
=3P (TRX) T B ().
i=1
A

D’une fagon informelle, nous pouvons dire qu’une source est ergodique si sa carac-
térisation statistique peut étre déduite a partir de I’observation d’une de ses réalisations
(un seul sample path).

Définition 4 Code ponctuellement universel (pointwise universal code)
Un code C,,(X) est ponctuellement (pointwise) universel si sa longueur ¢,, satisfait

1 —
lim —£,(X") — H(X) w.p. 1,

n—oo N

pour toute source X stationnaire et ergodique. A

Remarquez que cette notion de codeur universel implique 1’optimalité (asymptotique)
du code pour toute séquence de la source.

4.2 Taux d’entropie de Chaines de Markov

Définition 5 Processus de Markov
Une série aléatoire (un processus aléatoire a temps discret) X,, est un processus de
Markov (avec état X,, € X) si

p(Xn+1 = xn+1|Xn =Tpy--- 7X1 = xl) == p(Xn+1 = xn-{—l‘Xn == :1771,);
oux, e X,n=1,...,n+ 1.
Nous désignons les noyaux p(X,+1 = zp41|X, = x,) — distributions condition-

nelles de X, sachant la valeur de X,, — par probabilités de transition du processus
de Markov. A
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Ceci est I’expression mathématique de la notion intuitive de “processus sans mémoire.”
Formulé autrement, nous dirons que le passé (X;, 7 < n) et le futur (X;, 7 > n) sont sta-
tistiquement indépendants sachant le présent (X,,).

Pour un processus de Markov, il est imédiat de vérifier (application répétée de la
loi de Bayes pour la probabilité conditionelle) que la probabilité d’une séquence x™
factorise de la forme suivante:

p(xn) = p(:vl)p(x2|x1) e 'p<xn|$n—1)-

Définition 6 Processus invariant dans le temps
Un processus de Markov est invariant dans le temps si sa probabilité de transition ne
dépend pas de n (elle est indépendante de 1’origine du temps):

p(Xn = :Cn|Xn—1 = xn—l) = p(Xn,+k = xn|Xn+k—1 == xn—l)aVk .

A

Définition 7 Chaine de Markov
Un processus de Markov, ot I’état X, prend des valeurs dans un ensemble fini X, | X| =
m < 00, est appelé Chaine de Markov. A
Pour une Chaine de Markov, X,, € X = {x1,...,Zm}, avec |X]| = m, les pro-

babilités de transition sont spécifiées par des matrices de transition P,, de dimension
m X m, qui ont comme élément générique [P,];;

[Pnl;

i.j :p(Xn = xi|xn—1 = xj)a T; € Xaiaj = 17 s, M. (47)

La matrice P est une matrice stochastique: la somme des éléments de toutes ses
colonnes doit étre égale a 1. Ces matrices possedent plusieurs propriétés algébriques
intéréssantes, comme nous le verrons par la suite.

La loi de probabilité pour I’état de la Chaine a I’instant n, X,,, est décrite par un
vecteur p,, de dimension m

p(Xn = .2?1)

p(Xn : mm)

qui doit vérifier les conditions suivantes:

Slpal; =1, [pal; €01 Vi=1,...,m,

i=1

et qui satisfait I’équation de récurrence suivante (loi de la probabilité totale)
Pnt1 = Pni1Pn,
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ou P, 4 estla matrice de transition, définie dans (4.7).
Pour une Chaine de Markov invariante dans le temps, les matrices P,, ne dépendent pas
de n: P, = P,Vn. Dans ce cas, on obtient facilement

pn = P"po, (4.8)
ol pg est la probabilité de 1’état initial.

Exemple 1

Nous présentons dans cet exemple, un modele de Chaine de Markov qui a été utilisé en
études de génétique. Il modélise I’état d’un tableau de n-par-n carrés, ou chaque carré
peut prendre une d’entre K couleurs possibles, X}, € {1,..., K}™*™. L état initial de
chaque carré, X (i, 7), est choisi aléatoirement (égale probabilité de prendre une des
K couleurs), indépendamment des autres carrés

1 1

XO(Z,J)NU{KHj(], ,j=1,...,n.

A chaque pas, I’état de chaque carré est modifié en fonction de son voisinage V; ;.
Nous précisons cette notion de voisinage :

Vijg =A{P,@),p € {(i=1)n, (i+1)n}A{(p, @), ¢ € {(G=D)n, G+ D)n}} i =Gsi=1,...

N

ou
(@) =a,siae{l,....,n}, (Op=n = (n+1),=1L

Ceci défini une géométrie de “doughnut” dans le carré (comme si on construisait un
cilyndre en collant son coté inférieur a son coté supérieur, et apres un “doughnut” en
collant les deux frontiéres circulaires ensemble).

Avec cette définition, I’état de chaque carré est déterminé de la facon suivante. Pour
chaque site (4, j) on choisit (avec égale probabilité) un élément (p,q) € V; ; de son
voisinage, et le carré Xy 1 (i, 7) prend la couleur X (p, q):

Xpv1(4,7) = Xi(p, q), i,j=1,...,n.

Ce modele est assez facile a simuler, mais 1’analyse de sa matrice de transition est
difficil (Essayez de spécifier cette matrice, méme pour le cas simple de X' = 2 ("image”
binaire) et n = 3. Notez que dans ce cas la dimension de 1’espace d’états est K n® =
29 = 512!). La Figure 4.1 illustre la configuration initiale X et les configurations
d’une réalisation de cette Chalne pour n = 1, 30, 31 and 80.

Vous pouvez constater que cette Chaine tends vers un des k états ou tout le tableau
a la méme couleur (états absorbants de la Chaine). A

Définition 8 Erats absorbants et transitoires
Un état z; € X d’une Chalne de Markov est absorbant si P;; = 1, c’est a dire, qu’une
fois que la Chine passe par cet état elle ne peut plus le quitter.

Un état x € X est transitoire s’il n’est pas absorbant. A
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Figure 4.1: Evolution de I’état du modele de I’exemple 1, pour k£ = 1, 30, 31, 80.

Nottez que P;; =1 = P;; =0,j # i.
Pour la Chaine de I’exemple 1, il existent /K états absorvents :
X(i,j) =k, V(i,5),ke{l,...,K}
(les tableaux de couleur constante). Tous les autres €tats sont transitoires.

Définition 9 Chaine asorbante
Une Chaine de Markov est absorbante si elle posseéde au moins un état absorvent, et

s’il est possible de transiter a partir de tous états transitoires vers un état absorbant de
la Chaine. A

La Chaine de I’exemple 1 est absorbante.

Définition 10 Forme canonique de la matrice de transition

Considérez la re-numérotation des éléments de 1’espace d’états X, |X'| = m, d’une
Chaine de Markov absorvente avec 7 états absorbants, de fagon que les premiers m —r
états soient les états transitoires de la Chaine. Soit P = {X,, X;} la partition suivante
de X:

X =X, U A, Xe={1,....om—r}, Xo={m—r+1,...,m}.

(X regroupe les m — r états transitoires, et X, les r états absorbants.)
Nous pouvons alors écrire la matrice de transition de la Chaine de la fagon suivante

Q@ 0
P—[R Ir]’ (4.9)

ol @ est une matrice de dimension (m — r) X (m — r) et I, est la matrice identité de
dimension 7. A

Le diagramme de la Figure 4.2 illustre cette partition des états, et le sens des matrices
Q et R.
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Figure 4.2: Structure d’une Chaine de Markov absorbante.

Il est aisé de constater qu’avec cette écriture de la matrice de transition, la matrice
P (voir eq. (4.8)) est de la forme

n_ | @ 0
P[0

ou nous n’explicitons pas la matrice de transition entre les états transitoires X} et les
états absorbants X, qui est simplement indiquée par *.

Définition 11 Distribution stationnaire
Soit 1 une loi de probabilité (éléments positifs dont la somme est unitaire) telle que

= Ppu,

ou P est la matrice de transition d’une Chaine de Markov X invariante dans le temps.
L’équation précédante affirme que p est un vecteur propre de P avec valeur propre
unitaire. Alors, u est une loi stationnaire de la Chaine X. A

Définition 12 Chaine stationnaire
SiVn > 1 p, = pu, alors la Chaine de Markov est un processus stationnaire (sa distri-
bution est invariante par rapport a des translations temporelles). A

Définition 13 Chaine irréductible (ou ergodique)
SiVi,j e {1,...,m},il existe un k tel que

[thj >0,

la Chaine de Markov est irréductible (connectée). A

Ceci veut dire que la Chaine peut transiter, avec probabilité non-nulle, de X,, = x; vers
X4k = x;, pour n’importe quel pair d’états (z;,x;) € X2. Nottez que le nombre de
pas k peut dépendre du pair d’éléments (x;, z;) € X? de départ et d’arrivé considérés.
Ceci exclue, bien évidement, la possibilité de 1’existance d’états absorvents.
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Définition 14 Chaine fortement connectée (ou réguliere)
S’il existe un k tel que

k ..
[P]ij>0, Vi, j e {l,...,m},
la Chaine de Markov est fortement connectée (irréductible et apériodique). A
Dans cette derniére définition, la valeur de k est la méme pour tous les pairs (z;, ;) €
X2, Notez que si une chaine est réguliere alors elle est nécessairement ergodique :
régularité = ergodicité

mais I’inverse n’est pas vrai. Toute matrice de transition qui ne contient pas de zéros
défine une chaine réguliere (et donc ergodique).

Exemple 2
Considérons une Chaine de Markov invariante dans le temps, avec matrice de transition

[0 ]

Q@ 1-0
Si ou , la Chalne n’est pas connectée (il existe un état qui ne peut pas étre
atteint a partir de 1’autre état).
Pour et , la Chaine possede la distribution stationnaire suivante:
B
p=| &8
a+0

Si , la Chaine est connectée, mais elle n’est pas fortement connectée (en

effect, elle est périodique, de période égale a 2) :

0 1 10
2k+1 _ 2k __
ere=[ia] e-fo 1]

Théoreéme 2 Probabilité d’absortion
Soit X, une Chaine de Markov absorbante (r > 1), et P sa matrice de transition, ex-
primée dans la forme canonique (4.9). Alors, la probabilité que la chaine soit absorbée
est 1, c’est a dire,

lim Q" = 0. 4.10)

n—00

A
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Démonstration
Soit m; le nombre minimal de pas pour que la chaine puisse passer a un état absorbant
x € X, a partir de Ietat j:

mj:IIgiIll s die &, :PZ;>O.

Soit p; la probabilité pour que la chaine ne soit pas absorbée en m; pas a partir de I’état

e
pi=1-)Y PI<l,
1€EX,

ou I'inégalité est stricte a cause de la définition de m ;. Soient

m = maxm,; P = maxp,.
jex, 7V jex,?

La probabilité de ne pas étre absorbée en m pas est
Pr { pas absorbée en m pas } < p.
De la méme maniere,
Pr { pas absorbée en im pas } < p’,

et donc
lim Pr{ pas absorbée en im pas } — 0.
71— 00

Comme
Pr { pas absorbée en m + 1 pas } < Pr{ pas absorbée en m pas },
est une séquence monotonne en n, nous pouvons conclure que
Pr { pas absorbée en n pas } — 0,
et donc

lim Q" = 0.

n—oo

Théoreme 3 Matrice fondamentale

Soit X, une Chaine de Markov absorbante, et P sa matrice de transition, exprimée
dans sa forme canonique (4.9).

Alors I — Q posséde une inverse, N = (I — Q)™ appelée matrice fondamentale, de
la forme

N=(I-Q) '=I1+Q+Q*+---. (4.11)
L’entrée N;; de la matrice N est égale a I’espérance statistique du nombre de fois que
la chaine passe par l’état i, sachant qu’elle a été initiée dans 1’état j. A

78



Démonstration
Nous constatons d’abord que I — () est une matrice inversible, en montrant que son
espace nul ne contient que le vectuer zéro :

(I-Qx=0=z=0. (4.12)
Soit z une solutionde (I — Q)z =0:
r=Qr=z=Q".
Le Théoréme 2 nous permet d’affirmer

lim Q"r=0=2z=0.

n—oo

La seule solution de (4.12) est donc le vecteur nul, et la matrice I — @ posseéde une
inverse, que nous désignons par N = (I — Q) L.

Nous dérivons ensuite 1’expression de I’inverse de I — () donnée dans le théoréeme
3. Il est facile de vérifier que

T-Q(UI+Q+Q*+ - +Q")=I—-Q"".
et donc
I+Q+Q2+~'~+Qn:N(I—Qn+1),

ce qui implique

lim Y Q' = lim N(I-@Q"")=N, (4.13)
n—oo i—o n—oo

et nous avons ainsi obtenu I’expression (4.11).

Pour établir I’interprétation des éléments de /N comme 1’espérance de 1’ occupation”
des différents états a partir des états transitoires, nous définissons les variables binaires
suivantes:

0 siXp=1,X9=7
li(k) =14 > Pk =5, 00 =0
17 Sle#ZvX():]

¢;; (k) est donc égal a 1 pour tous les instants ol la Chaine passe par 1’état ;. Le
nombre de fois que la Chaine est passée par x; jusqu’a I’instant k est

Nij(k) = Zfz‘j(p)-

p<k

La distribution statistique des variables ¢;; (k) est déduite de la distribution de I’état de
la chalne a I'instant k:

o Pr{Xe=ilXo=j}, (=1
Pr{gij(k)_g}_{Pr{XZ#ﬂXgj}v ¢=0
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c’est a dire,
Pr{ty(k) =0y ={ @, (=1
PR == 1S, =0
Comme ils s’agit de variables aléatoires binaires dans {0, 1}, il résulte imédiatement

E{li;(k)} = Q3

L’espérance du nombre de fois que la chaine passe par I’état x; jusqu’a I’instant k a
partir de I’état ; a I’instant zéro est donc

E{N;j(k)} =E Z@j(p) = ZE{&]‘(P)} = Z Q%
p<k p<k p<k

En prennant la limite £k — oo:
i . — P _— N..
kIEI;oE {Nij(k)} = Z Qij = Nij.
p=0
ou nous avons utilisé (4.13). A

Nous venons de présenter quelques résultats concernant le comportement asymp-
totique de chaines absorbantes. Nous allons maintenant énoncer des théorémes simi-
laires pour des chaines régulieres. Le Lemme suivant sera utilisé.

Lemme 2 “Contraction”
Soit P une matrice stochastique de dimensionm X m avec toutes les composantes

\

différentes de zéro (et donc correspondante a une chaine fortement connectée, ou
réguliere). Soit d sa plus petite composante:

2}

Soit y un vecteur (ligne) de dimension m, et z = yP. Soient
M, = maxy;, my = miny;; M, = max z;, m, = min z;.
K3 3 3 7

Alors
M, —m, < (1-2d)(M, —m,) (4.14)

Ce Lemme affirme que les éléments de z = yP sont plus "proches” les uns des autres
que ceux de y.

Démonstration

Comme P est une matrice stochastique, les éléments du vecteur z = yP
2= uibji
J
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sont des moyennes des composantes du vecteur y, avec des poids ({Pji};”:l) qui
sont données par les colonnes de P. Nous allons déterminer des bornes (inférieure
et supérieure) pour ces moyennes.

La moyenne la plus grande, M, est obtenue pour un vecteur y qui a toutes ses
composantes égales a la valeur maximale (M) et une seule composante (la k-1eme)
égale a la valeur minimale (m,,), et quand cette derniére composante est multipliée par
la plus petite entrée de P. Nous avons donc, dans ces conditions :

M. <dmy+ Y MyP; =dm, +M,» Py =dm,+ (1 —d)M, <M,
ik i
ol nous avons utilisé le fait que la somme de tous les éléments d’une colonne sauf le
k-ieme est égale a 1 — d, et la derniére inégalité découle du fait que m, < M,,.

La valeur la plus petite possible, m ., est obtenue dans la situation inverse : tous
les les éléments sauf un sont égales a la valeur la plus petite (m,) et la valeur la plus
grande (M) est multipliée par d:

m, > dMy + (1 — d)my, > m,,

ou la derniere inégalité est justifiée par le fait que M, > m, (la moyenne d’un en-
semble (m,) est nécessairement supérieure ou égale a la valeur la plus petite dans
I’ensemble). De ces deux inégalités nous pouvons déduire la relation (4.14)

M,—m, <dmy+(1—-d)M,—dM,—(1—-d)m, = M,—m, < (1—2d)(M,—m,).
A

Nous pouvons maintenant énnoncer un théoréme qui concerne la structure algébrique
asymptotique de P".

Théoreme 4 Forme dyadique de P
Soit P la matrice de transition d’une chaine réguliere dans l’alphabet X, avec |X| =

m. Alors,

lim P" = wl”,
n—0o0

ot w € [0,1]™ est une loi de probabilité :

m
w; € [0,1], Vi=1,...,m; Zwizl,
i=1
et 1 est le vecteur de dimension m avec toutes ses composantes égales a 1. A

Démonstration (pour P;; # 0, V1, )
Nous nottons dans un premier temps que les vecteurs w et 1 sont des vecteur propres
(a droite et a gauche, respectivement) de P avec valeurs propres unitaires.
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Comme P est une matrice stochastique, la somme de toutes ses colonnes est égale
al:
17'p =1,

ce qui montre que 1 est effectivement un vecteur propre (a gauche) de P avec valeur
propre unitaire.
La décomposition de lim,,_. ., P™ donnée dans le théoreme implique

P lim P" = Pwl’ = lim P""' = wl” = Pwl’ = w1”.

n— oo n—oo

si nous multiplions cette équation a droite par 1, nous obtenons
Puwm = wm = Pw = w,

ce qui montre que : (i) w est un vecteur propre (a droite) de P ; (ii) w est la distribution
stationnaire associée a la matrice de transition P.

Nous avons donné un sens plus précis aux vecteurs w et 1 qui interviennent dans
I’énnoncé de ce théoreme. Nous allons maintenant le démontrer.

Soit y un vecteur (ligne) de dimension m, et, comme dans le Lemme 2, pour 2(n) =
yP"™, soient

(n) no_
(] m, =

(n)

M7 = maxz min z;
1 K3

Le méme argument que nous avons utilisé pour démontrer le Lemme 2 nous permet
d’affirmer
1 2 1 2
MZZMZZ gngng

Ces séquences monotonnes sont encadrées par les valeurs minimales et maximales de
Y
n n
My, > M} >m7; > m,

et donc elles possedent une limite quand n — oo. Soient

m = lim m7, M = lim M].

n—oo n—oo

Nous allons démontrer que M — m = 0.
Soit, comme dans le Lemme 2, d la plus petite valeur de P:

d = min P;; > 0.
ij

Le Lemme 2 affirme que

M —my, < (1 —=2d)(M* "t —m1)

z

ce qui implique
M} —m7 < (1-2d)" (M, —m,).

z
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Pour m > 2 (pour m = 1 le théoréme est trivial), nous avons nécessairement d < 1/2,
etdonc 1 — 2d < 1, ce qui implique

lim M, —m, =0.

n—oo

Ceci veut dire que les composantes de y P™ tendent toutes vers la méme valeur, égale
am= M.
Prenons maintenant
Yy =€,

le vecteur (ligne) de dimension m avec toutes les composantes égales a zéro sauf la
i-eme. La limte lim,, ., yP" est dans ce cas égale a la ligne i de P*° = lim,, ., P".
Nous venons donc de démontrer que cette ligne tend vers une valeur constante P>°.
Comme ceci doit étre vrai pour toutes les lignes de la matrice, nous pouvons conclure
que P™ est effectivement une matrice de rang unitaire.
Comme les éléments de lim,, .o, P™ sont des probabilités, P> est nécessairement
positive. Comme lim,,_,,, P™ est une matrice stochastique, elle posseéde une valeur
propre (a gauche) égale a 1, et elle doit donc pouvoir s’écrire dans la forme dyadique

lim P" = wl”

n—oo

ce qui démontre le théoreme. A

(Nous venons de démontrer le théoreme pour des matrices de transition positives :
d > 0. Il peut étre démontré pour des chaines régulieres: (i) Si P est réguliere, alors
3k : [P*];; > 0V(4, 7). Alors on peut montrer que My, — Myk —n—oo 0. (i) Il peut
étre démontré que la différence M,, — m,, est non-croissante. (i) et (ii) impliquent que
la séquence entiere tend vers 0.)

Ce théoreme conduit directement au résultat suivant.

Théoreme 5 Théoreme fondamental des Chaines de Markov
Soit P la matrice de transition d’une chaine réguliére, et 1 la distribution asympto-
tique associée a P par le théoreme précédant, de facon que

lim P" = p1t.
n—oo

Alors, indépendement de sa distribution initiale py,

lim p, = p.
n—oo

Démonstration(1)
Soit pg la distribution initiale de de la Chalne. Sa distribution a I’instant n est

Pn = PnpO-
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L’ application du Théoreme précédant conduit directement au résultat prétendu:

lim p, = lim P"pg = 1" po = p.

n— oo

A

Cette démonstration est basée dans la structure de P" établie dans le Théoréme 4.
Nous allons maintenant présenter une démonstration alternative.

Démonstration(2)

Soit X,, € X une chaine de Markov avec matrice de transition P et distribution initiale
Ppo, et Y,, € X une autre chaine, avec la méme matrice de transition, mais initialisée
avec la distribution stationnaire y. Formons la chalne Z,, € X x X

Xn
=3 |
Les deux chaines sont évoluées de maniere indépendante, de facon que les éléments de
la matrice de transition de Z,, (de dimension m x m, sont des produits des entrées de
P. La régularité de P implique donc la régularité de Z,,, et donc la nouvelle chaine
peut atteindre n’importe quel état z € X’ = X x X dans un nombre fini de pas. Soit
T* I’instant de premier passage de Z,, sur la ”diagonale” de X”, c’est a dire, un état de
la forme (i,4),4 € {1,...,m}. Il peut étre démontré que

lim Pr{T* >n}=0.
(application de I’inégalité de Chebychev Pr{T™* > n} < E[T™*]/n, avec le fait que le
temps moyen pour aller dans un état, E[T™*], est fini).

Pourn > T,
p(Xn =jln > T%) = p(Y, = jln > T%).
Comme
(X =J) =p(Xn=JIn > TPr{T* > n} + p(X, =jln <T*)Pr{n < T*}
nous obtenons
lim p(X, =34) = lim p(X, =jln>T"Pr{T* >n}

= lim p(Y, = jln > TP {T* > n} = uj,

car la chaine Y,, suit, pour tout n, la distribution stationnaire p, ce qui complete la
démonstration. A

Théoreme 6 Taux d’entropie pour une Chaine de Markov stationnaire
Le taux d’entropie d’une Chaine de Markov stationnaire est

H(X) = *Zﬂipjilogpji- 4.15)

i,J
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A

La démonstration fait appel a la stationnarité de la Chaine, et a la propriété de Marko-
vianité :
H(X) = H'(X)= lim H(X,|X]")

= lim H(X,|X,-1) (Markov)

n—oo

H(X,|X,-1) (stationnarité) (4.16)

= ZP(anl =x;) |- ZP(Xn = 2j|Xn-1 = i) logp(Xn = 2| Xn—1 = z;)
i J

ou la derniere équaiton découle de la définition d’entropie conditionnelle.
L’équation (4.15) est obtenue en identifiant p(X,,_1 = z;) = p; et p(X,, = x| X1 =

Ce théoreme peut étre généralisé a des chaines régulieres:

Théoreme 7 Tuaux d’entropie pour une Chaine de Markov irréductible et apériodique
Le taux d’entropie d’une Chaine de Markov invariante dans le temps, irréductible et
apériodique est

F(X) = — Z,U/Z.Pﬂ IOngi,
i,
ou p est la distribution stationnaire de la Chatne:
uw= Ppu.
A

Nottez que ce résultat est valable méme dans le cas ot la Chaine n’est pas stationnaire
(elle n’est pas initialisée avec la distribution stationnaire).

Dans les conditions plus générales du Théoréme 7,

HX)=H(X) = lim H(X,Xh

n—oo

= lim H(X,|X,—1) Markov)

n—oo

= nh_)rgo Z p(Xn—1 =) |— Z Pj;log Pj; | . (invariance temporelle)

J

L application du Théoreme 5 complete la démonstration.
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Nous présentons ici une inégalité qui est souvent utilisée pour démontrer des inégalités
en Théorie de I’'Information.

Lemme 3 (Inégalité du logarithme de la somme).
Soient a;, b; > 0. Alors

i Qi a;
(Z a7;> log %Z b < Zai log 7 4.17)

avec égalité si et seulement si a; = b;, Vi. A

Démonstration
Basée sur le fait que ¢ log ¢ est une fonction convexe, et donc, par ’inégalité de Jensen:

E [tlogt] > E[t] log EJt],
avec égalité si et seulement si ¢ est une constante.

Dans notre cas,

bi a; a; bl a; bz‘ a;
— log — > — | lo — .
;Za‘bﬁbi gbi_<zza‘bﬂ'bi> g<zza‘bﬂ‘bi>

A

Dans cette section nous avons caractérisé le comportement asymptotique des Chai-
nes de Markov régulieres, démontrant, en particulier, 1’existence d’une distribution
stationnaire asymptotique (Théoreme 5) , et établissant une expression pour leur taux
d’entropie H (Théoréme 7), qui indique la longueur des codes optimaux. La sec-
tion suivante présente le I’algorithme de Lempel-Ziv, qui est un exemple de codeur
universel, atteignant la longueur de code optimale sans connaissance du modele prob-
abiliste de la source.

4.3 L’algorithme de Lempel-Ziv

Nous allons maintenant présenter 1’algorithme de Lempel-Ziv, qui est un exemple d’un
codeur universel (pointwise).

L’algorihme de Lempel-Ziv est basé sur la notion de parsing. La séquence d’entré
est divisée en phrases, chaque phrase étant la séquence de symboles source la plus
petite qui n’a pas encore été trouvée. Par exemple, la séquence z" = 1011010100010
donne origine aux phrases

10 11 01 010 00 10.
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Chaque nouvelle phrase est de la forme w b, o w est une phrase trouvée précédemment,
et bun bit b € {0,1}. Nous pouvons alors la décrire par le pair (4, ), ol ¢ est 1’index
de w (ou pointer):

w b (i,b). (4.18)

Pour la séquence de I’exemple précédent, nous obtenons
(0,1) (0,0) (1,1) (2,1) (4,0) (2,0) (1,0).

L’algorithme de Lempel-Ziv construit donc, de maniére incrémentale, un diction-
naire, formé par toutes les phrases distinctes dans lesquelles la séquence d’origine peut
étre décomposée. Ce dictionnaire peut étre représenté par un arbre, ou chaque noeud
représente un mot du dictionnaire, et les branches descendantes correspondent aux
nouveaux symboles qui sont ajoutés aux mots déja existants pour former les nouveaux
mots. Dans le cas de notre exemple, I’arbre qui représente le dicitonnaire est

Soit ¢(z™) le nombre de phrases dans la séquence ™ (le nombre de noeuds dans
I’arbre qui représente le dictionnaire). La description de chaque phrase y; requiert un
nombre de bits

£; <14 [loge(z™)] <14 (14 loge(z™)) =2+ loge(z™) bits,

qui correspondent au nouveau bit b, et a I'utilisation d’un code de longueur constante
pour spécifier I’index ¢ (voire eq. (4.18)). Si nous ajoutons un nombre logn de bits
pour coder le nombre de bits avec lequel les indexes sont codés, nous obtenons un
nombre total de bits par symbole source

(™) <
n n

c(z™) (2 +logc(z™)) + logn

)

ol £(x™) est la taille total du message codé.
Le Lemme suivant établit une borne supérieure pour le nombre de phrases c(z™).
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Lemme 4 Nombre maximal de phrases
Le nombre de phrases distinctes dans une séquence de longueur n satisfait

n

c(z") < (4.19)

(1—¢€,)logn’

ou e, — 0 quand n — oo. A

Ce Lemme affirme que le nombre de phrases croit sous-linéairement:

1 1
— < -
nc(m )< (1—€,)logn

Démonstration
Soit ny, la somme des longueurs de toutes les séquences distinctes de longueur < k :

k

ng = 222 (4.20)

i=1
car il y a 2% séquences distinctes de longueur ;. I est facile de vérifier que
ng = (k—1)28 42> (k — 1)2~1, (4.21)

en constatant que les deux expressions satisfont I’équation de récurrence suivante, avec
la méme condition initiale :

NE = Nk—1 —I—k‘Zk,nl =2.

Le nombre de phrases distinctes de longueur < k dans un séquence binaire de longueur
n, ¢, (k), doit donc vérifier

k
c(k) =) 2F =2F — 2 < oMl =
i=1

(k —1)2k+1 < T

4.22
k-1 — k-1 (422)

ou nous avons utilisé la borne inférieure (4.21) pour ny.
Soit k(n) la valeur de k tel que

Nk(n) <n< Nk (n)+1,

de fagcon que 1’on peut écrire
n = ngm) + A.

Le cas ol le nombre de phrases distinctes dans la séquence ™ (de longueur n), c¢(z™),
est le plus grand possible est quand ny,,) bits de ™ contiennent toutes les séquences
distinctes de longueur < k(n) et les A bits restant définissent des nouvelles phrases de
longueur k(n) + 1. Alors

c(z") < cn(k(n)) +



Kn) -1 Rm)+1

nk(n)+A

k(n) —1
k) -1

ol nous avons utilisé (4.22).
Comme

n > gy = (k(n) — 1)2kMm+1 49 > ok(m) = k(n) <logn.
Et nous avons aussi,
n < Ngn)+1 = k(n)2Fm+2 L9 < (k(n) 4 2)2KM+2 < (logn + 2)2F(W+2,
Allors,

k(n)—1 > logn —log(logn +2)—3

log(1 2) —
<1_ og(logn +2) 3)1ogn

k(n)+2210g10gn% =

logn

log(21
pourn >4) > <1 _ 0g<0gn>+3) logn
logn
log 1 4
= (1 - W) logn = (1 —€,)logn
logn
ol o1
€, = min (1, R 1S og(n) + 4) ,
logn

ce qui, utilisé en (4.23) complete la démonstration du Lemme 4.

Soit { X}, } une source stationnaire et ergodique, de fonction de distribution d’ordre
n P(z1,...,2,). Pour un k fixé soit P(-|-) la distribution de X; sachant XJJ:; =
Xj—ky-.., Xj_1, et soit Q. I'approximation de Markov d’ordre k de P:

n
Qr(T_kg1y s To1, X0, X1 .., Ty) = x Crit) H :rj|x
j=1
Par la Loi des grands nombres,
1 1 n )
- log Qk (1,22, ..., xplz ) = - ZlogP(xﬂx;:,lc)

— —FE [logP(xﬂx?i,i)}
= H(X;|X)Z}) (4.23)
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Nous allons borner le taux du code de Lempel-Ziv par le taux d’entropie de 1’appro-
ximation de Markov d’ordre k de la loi de la source, pour toutes valeurs de k. Comme
celle-ci converge vers le taux d’entropie de la source ergodique quand k£ — o0, nous
pouvons ainsi démontrer 1’ optimalité de I’algorithme de Lempel-Ziv.

Admettons que la séquence x™ est divisé en c phrases distinctes y1, . . ., Y., et soit
v; le premier bit de la phrase ¢ (voir diagramme) :

Ny — l/r'+1—1
Yi =T, :

Pouri=1,...,c, soient

o vi—1
Si = ‘rui—k’

I’ensemble de bits qui détermine x,, selon le modele de Markov Qy: les k bits qui
précedent y; (voir diagramme). Soit ¢ys le nombre de phrases y; de taille ¢ qui sont
précédées par la séquence s, pour £ = 1,2, ... et s € X*. Alors

Z ces = ¢ (le nombre total de phrases), Z fcos = n (le nombre total de bits).
l,s l,s

T Ty | [Tk T

Y1 Si Yi Ye

Le Lemme suivant donne une borne pour la probabilité d’une séquence basée son
découpage en phrases.

Lemme 5 Pour tout découpage (dans des phrases distinctes) de 2" = y; - - - ye,

log Qr(x7]s1) < — Zc& log cys.
l,s

Démonstration

C
log Qx (@} [a2)41) = D log P(yils:)
=1

> >, logPyils)

s i |y;|=L,si=s

= %;CZS > Cilogp(ydsi)

. S
i yi|=L,s;=s
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< Yewloa[ Y P
ls

. ls
i lyi|=£,s;=s

ou la derniere inégalité découle de I’inégalité de Jensen et de la concavité du loga-
rithme. Comme les phrases y; sont distinctes,

> Puilsi) <1,

i yi|=L,s;=s

ce qui utilisé dans 1’équation précédante implique le Lemme 5.

Lemme 6 Entropie de la loi géométrique
Soit z une variable aléatoire avec des valeurs dans les entiers positifs, avec moyenne .
Alors

H(Z) < (p+1)log(p+ 1) — pulog pu.

A

La démonstration de cette inégalité découle du fait que la distribution d’entropie maxi-

male dans les entiers positifs avec une moyenen donnée p est la distribution géométrique
(dont I’entropie est égale au membre droit de cette inégalité). (Vérifiez cette affirma-

tion.)

Lemme 7
Pour toute séquence binaire z € {0, 1},

c(z™) log ¢(z™) 1
2 /e 1 < log max Qp (272 + ex(n
n =7 gPGPka( 1l k1) k(n),
ol ex(n) — 0 quand n — oo (uniformément en x € {0, 1}°°). JAN
Démonstration
Pour simplifier la notation, nous utilisons dans cette démonstration c pour désigner
c(z™).

De I'inégalité du Lemme 5

) CysC
log Qr(af[s1) < —Zceslog%
l,s
c

= —clogc—c g s logcﬁ (4.24)
c
ls

Soient

Cys n
Te,s = —» E Te,s = 1, § eﬂ'@,s =
C C

l,s £,s
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Soient U et V' des variables aléatoires telles que

Pr{U =0V =s}=m,

Alors, n
E.{U}=—.
wy="
et de (4.24)
1
——log Qr(z7]s1) > < logec — EH(U, V), (4.25)
n n n
ou encore .
E10gc§ —flong(xﬁsl)—i-EH(U,V), (4.26)
n n n

Par le Lemme 6,

H{U) < (EU+1)log(EU+ 1)+ EUlog EU
(24 1) (2 1) - 2o
log%—&- (%—I—l)log(%-ﬁ-l).

Nous avons également, car le nombre de phrases distinctes de longueur k est borné par
Xk,

H(V) <log|X|" = k.

Comme 1’entropie conjointe H (U, V') est inférieure ou égale a la somme des entropies

SH(UV) < = (HU)+H(V))
C n C C C
< Zlog2+ (ﬁ+1)1og<g+1) + <k
< ex(n) 4.27)

ou la derniere équation découle de (4.19) avec la définition

1
1
(1 —¢€,)logn ©8 (1 —¢€,)logn

1 1
—  +1]1 —_— +1
+((len)logn+ > Og((len)logn+ )
Lk
(1 —¢€,)logn’

ex(n) = —

(4.28)

Nottons que

log1
ex(n) =0 (m) —0 (quand n — o0)

indépendamment de = et de P € Pj. L'utilisation de ce résultat en (4.26) implique
c 1 "
- loge < - log Qr(x}]s1) + ex(n),
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pour tout P € Py, et donc, en particulier
 log e < — log max Qu(a7]s1) + e5(n)
—log ¢ < ——log max z|s erx(n
ng_ngPemkllk7

qui est I’énoncé du Lemme.

Théoréme 8

Soit ¢(z™) la taille du code produit par 1’algorithme de Lempel-Ziv pour une source
stationnaire et ergodique z™. Alors, pour tout 2™ € {0,1}",

: [ - 1 n
limsup —£4(z") < khm limsup |—— log foax Qr(x7|s1)

n—oo N —00 n—oo n

Démonstration
Conséquence imédiate du fait que

(z") < (") (log c(z") + 2),

et donc

1
limsup —¢(z™) < lim sup

n—oo N n—o00

n n

<c(x")log (@) QC(xn))

et que, par le Lemme 4

lim sup c(z”) =0,
n—oo n
donc : ) "1 .
limsup —¢(z") < lim sup w.
n—oo M n—o00 n

Par le Lemme 7,

. c(z™) log c(z™) . 1 0

limsup ——————= < — lim sup — log ma zt|x

ngvoop n - n%oop n & PE%C Qk( ! | _k+1)
Comme ce résultat est valable pour tout k:
_ 1 . c(z™)log c(z™) N 1 n(.0
limsup —4(z") < limsup ——————= < — lim limsup — log max zi|x
msup —£(z") < lim sup - < - Jim limsup —log max Qx (27|27 x41)

qui est I’énnoncé du théoréme.

Ce théoreme implique le Corolaire suivant:
Corolaire Optimalité du code de Lempel-Ziv
Soit X = {X;} une source stationnaire ergodique avec taux d’entropie H(X). Alors
le code de Lempel-Ziv satisfait

1 _
limsup —{(z") < H(X), avec probabilité 1.
n

n—oo
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Démonstration
Nous avons vu que pour des sources ergodiques (eq. (4.23))

. 1 ny.,.— j —
nILH;O “n log Q (7 |$—11c+1) = H(XﬂX;_,i)
et, pour des sources stationnaires,
kILH;OH(XﬂXj—la . 7Xj—k) = F(X)

Nous avons montré que le nombre de bits par symbole source utilisé par le code de
Lempel-Ziv ne dépasse pas (assymptotiquement) le taux d’entropie de la source. Le
code de Lempel-Ziv est un exemple simple de codeur universel, qui atteint un com-
portement (asymptotiquement) optimal sans avoir besoin de connaitre la distribution
statistique de la source.
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