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Chapitre 6

Identification de modeles :
le principe de longueur de
description minimale (MDL)

6.1 Introduction

Le probleme d’identification de modeles peut étre formulé comme celui de choi-
sir une parmi plusieurs explications alternatives pour un ensemble de données (™ (en
nombre 7 limité, en toute situation pratique). Dans ce Chapitre, nous exposons une mé-
thode pour ’identification de modeles connue par le nom de "principe de description
minimale" ou encore par I’acronyme MDL (de I’anglais Minimum Description Length).
Ses premieres versions ont été proposées par N. Rissanen dans les années 1970 [2], et
batissent sur les travaux d’autres chercheurssur la théorie de la compléxité (notamment
le chercheur russe Kolmogorov [3]) qui datent des années 60. Cette méthodologie est
basée sur deux idées fondamentales :

1. Apprendre un modeéle pour le systtme qui a engendré les données observées
consiste a détecter les régularités présentes dans 1’ensemble observé. L’iden-
tification de modeles est une tache d’apprentissage, ou I’ objectif est de capturer
tant que possible les régularités des données, et, donc, étre capable de trouver sa
description la plus simple : séparer ce qui est structure de ce qui est accidentel
(bruit).

2. Les régularités des données (I’ensemble de regles, ou propriétés, qui cet en-
semble satisfait) peuvent étre exploitées pour les comprésser, c’est a dire, pour
les décrire (exactement) avec un nombre de symboles minimal (inférieur a celui
qui décrit les observations). Un modele correspond donc a un langage pour dé-
crire les données. Dans le cas de modeles décrits par des familles de distributions
de probabilité (hypotheéses composées dans la terminologie des tests de décision
statistique), un bon modele doit correspondre a un codeur universel pour les
données dans la famille considérée.
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Ces deux observations restent valables indépendament de considérations sur I’exis-
tence d’un vrai modele probabiliste qui aurait engendré les données observées. L’ ap-
proche du MDL se distingue d’une maniere fondamentale, sur ce point particulier, des
approches statistiques classiques ot ce “vrai” modele (probabiliste) est un ingrédient
fondamental (comme I’approche Bayesienne, ou la distribution a priori est censée tra-
duire notre connaissance sur I’identité de ce vrai modele). Les différentes distributions
dans un mé&me modele correspondent a des différentes réalisations des mémes régula-
rités structurelles. Bien que n’excluant pas le type de modeles "signal + bruit”, pour
le MDL le bruit est le nombre de bits nécessaires pour identifier la séquence observée
a I’aide d’un modele qui contraint ses régularités. Un modele avec un niveau de bruit
élevé implique uniquement que les données ne sont pas compressibles avec le modele
considéré. Pour le MDL, I’inférence est basée uniquement sur les données observées.

Une procédure d’inférence statistique est consistante si elle identifie la vraie hypo-
these avec probabilité 1 (asymptotiquement, pour un nombre de données n trés grand).
Bien que le MDL ne dépende pas, comme nous venons de le dire, de considérations sur
I’existance de cette vraie distribution, il est important que, si jamais les données sont
une réalisation d’une des distributions contenues dans les modeles considérés, cette
distribution soit correctement identifiée. Comme nous le verrons, le MDL est consis-
tant.

Comme nous le verrons avec plus de détail le long de ce Chapitre, la méthode
MDL trouve des analogies et relations avec d’autres méthodes et problemes d’analyse
de données :

— Rasoir d’Occam. Le "rasoir" d’Occam (ou principe de parsimonie), énoncé par
le philosophe médiéval William Occam (siecle XVI, Angleterre), sous la forme
“pluritas non est ponenda sine necessitate,” (une pluralité ne doit pas étre in-
voquée sans besoin), conduit, dans le cas du probleme d’identification de mo-
deles, a choisir le modele le plus simple qui n’est pas contredit par les données.
Comme nous le verrons plus tard, le principe du MDL conduit lui aussi a la
recherche d’un équilibre entre la complexité du modele qui est ajusté aux don-
nées, et sa capacité pour les décrire exactement. En fait, quand deux modeles
s’ajustent également bien aux données, MDL choisit le plus simple (dans le sens
qu’il permet description plus courte), et dans ce sens, il réalise une sorte de "ra-
soir d’Occam". Nous remarquons cependant que cette préférence n’est pas un
choix "phylosophique”, qui impliquerait une quelconque supposition sur la sim-
plicité de la nature, mais uniquement la traduction du fait qu’il n’y a pas de sens
a identifier des modeles complexes avec un volume de données réduit. En fait,
comme nous le verrons dans une section de ce Chapi tre, pour une méme source
le modele sélectionné par MDL peut étre de plus en plus complexe, a mesure que
plus de données sont observées.

— Le probleme de sur-ajustement (overfitting, en anglais). Ce probléme est bien
connu dans les problemes d’identification de modeles paramétriques, ou 1’ordre
du modele, c’est a dire, le nombre de degrés de liberté du modele qui est utilisé
pour décrire les observations, est inconnu et doit étre aussi déterminé a partir
des données. Le MDL donne une réponse formellement justifiée (sur les proprié-
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F1G. 6.1 — William Occam.

tés des codes universels) pour le choix de I’ordre du modele. Il conduit ainsi a
un équilibre entre les capacités de description des données et les propriétés de
généralisation du modele identifié.

Approche Bayesienne. L’approche Bayesienne (du nom du révérend anglais
Thomas Bayes, XVIII-eme siécle), fourni une méthode systématique pour com-
biner (fusionner) des informations imprécises. Dans le cadre du probleme d’iden-
tification de modeles, 1’approche Bayesienne conduit aussi a la recherche d’un
équilibre entre la plausabilité pour que les données soient engendrées par le mo-
dele, et sa probabilité a priori. Une des objections qui sont soulevées a I’ap-
proche Bayesienne est 1’arbitrarité du choix de ces distributions a priori. Nous
pouvons essayer de contre-carrer le probleéme de sur-ajustement en associant des
probabilités a priori plus grandes aux modeles plus simples (ce que le "rasoir"
d’Occam semble sugérer : "la nature préfere la simplicité"). Comme nous le ver-
rons, le MDL posseéde des relations étroites avec I’approche Bayesienne, et peut
&tre interprétré comme une méthodologie pour choisir la distribution a priori.
Codage prédictif. Plusieurs méthodes d’identification ont été proposées pour
lesquelles le critere pour la sélection du modele est la capacité prédictive du
modele, c’est a dire, pour prédire des valeurs qui n’ont pas encore été observées.
Comme nous le discuterons plus tard, le MDL possede aussi des relations avec

F1G. 6.2 — Thomas Bayes.

97



ce critere.

Ce Chapitre est organisé de la facon suivante. Dans la Section 6.2 nous motivons
le probleme d’appretissage d’un modele pour un ensemble d’observations comme une
recherche du langage (code) qui les décrit de la maniere la plus compacte. Dans la sec-
tion 6.3 nous rappelons les relations étroites entre lois de probablité et codes optimaux
qui sont a la base du MDL. La section 6.4 présente une version particuliere du MDL
(codage en deux parties) qui permet une interprétation intuitive de son fonctionnement.
La section 6.5 présente la notion de codeur universel, et propose une formulation gé-
nérale du MDL basée sur cette notion, qui nous conduira a la définition de complexité
stochastique. La section 6.6 présente des expressions asymptotiques pour la complexité
de modeles paramétriques, mettant en évidence la relation du MDL avec d’autres ap-
proches au probleme d’apprentissage de modeles. Finalement, la section 6.7 discute
des généralisations de la définition précédante, nottamment pour le cas de modeles
pour lesquels la complexité paramétrique est infinie.

6.2 Apprentissage (de modeles) comme compression de
données

Pour établir d’une maniere intuitive la relation entre le probleme d’identification
d’un modele pour un ensemble de données et le probleme de compression de données,
nous considérons les trois séquences binaires du tableau suivant

séquence
21 | 001001001001001001001001001001001001001001001001001001001
x2 | 01110101100111000000111101110111100010011001011100011001
x3 | 00000000010010100010010000100000011010001000000000000001

La séquence z; est la répétition du motif *001’. Elle a une structure trés simple et
peut étre décrite d’une maniere efficace par la régle (programme) suivante

Ecrire 20 fois la séquence *001°. Stop.

Cette regle est elle méme une suite de symboles (caracteres) qui peuvent étre codés
avec des symboles binaires (par exemple, avec le code ASCII).

La séquence 2 est une suite de 56 tirages indépendants d’une loi uniforme en {0, 1}.
Elle ne possede donc pas de régularités. Comme nous avons vu dans les Chapitres
précédants, la séquence z2 ne peut pas étre comprimée car son entropie (en bits) est
égale a sa longueur.

La séquence x3 est “moins aléatoire" que la séquence zo. Nous pouvons comencer
par constater que le nombre de 0’s dans cette séquence (45) est beaucoup plus grand
que le nombre de 1’s (11). Nous pouvons exploiter ce fait pour coder efficacement
x3. Bn fait, il n’existe qu’un nombre fini (et beaucoup plus petit que 2°¢ 1) de séquence
binaires avec 11 éléments égales a ’1°. Il est possible d’ordonner (par exemple par ordre
lexicographique) ces séquences. Un code plus efficace pour x3 commencerait donc par
coder le nombre £ de symboles *1° dans x3 (kK = 11) et ensuite indiquer uniquement
Iindex ix(x3) de la séquence x5 dans I’ensemble de toutes les séquences de taille 56
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avec k’17s :
x3 — (k,ix(23))
Un exemple d’une nature différente (et plus pres de beaucoup de cas practiques de

problemes d’identification de modele), et posé par le codage des valeurs du tableau
suivant

T Yi
-5 | -286.4260
-4 | -160.7825
-3 | -85.7549
-2 | -26.8838
-1 3.9952
0 16.7044
1 7.0395
2 7.0602
3 1.1894
4 -5.0388
5 8.2898

La figure 6.3 représente y,; en fonction de ;. La forme de cette courbe sugere une
dépendance polynomiale de y; en x; :
— _ k k—1
Yi = Pp(2) = apai + ag—1z; " + -+ a1m; +ag
Nous pouvons alors coder efficacement les données (y;, x;) en envoyant d’abord 1I’odre
k du polynome P (-) et ses coefficients {a, }*_, (ou ses zéros) suivis de mots de

code pour les valeurs de {z;}" ; et pour les résidus {¢;}7; du modele polynomial
(différence entre la valeur du poynome P(x;) et les valeurs y;) :

{ti,zi)Yiey = (K {an}hzo, {2t it {6} in)

Si, n > 1 et k < n cette description des données doit &étre plus compacte que la
description directce des données : nous avons exploité la relation (polynomiale) sous-
jacente a tous les pairs pour les décrire plus efficacement

Code de préfixe pour les entiers
Dans I’exemple précédant nous avons eut besoin (pour coder les séquences x; et o,
de coder des entiers. Nous allons maintenant introduire un code (de préfixe) pour les
entiers qui sera utilisé par la suite.
Pour toute séquence binaire = € {0, 1}*, (de taille £(x) > 1), nous pouvons construire
un code de préfixe pour x, en le faisant précéder le code binaire de = par un mot
Csq(m) qui indique la taille m de la séquence binaire ultérieurement utilisée pour
coder la valeur de x :

x — C(x) = Csq(m)Cpy ()
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F1G. 6.3 — William Occam.

olt Csq(m) est un code auto-délimité (self-delimited) pour I’entier m, et C,, (x) est un
code de longueur constante égale a m.
Le préfixe C4(m) peut étre, par exemple, une squence de m = £(z) zéros suivie d’un
1:

x = 0100110; Lx)=T7 = C(z) = 000000010100110,
oum =7, Csq(7) = 00000001 et C7(z) = 0100110.
Le décodage de C(x) est simple : nous identifions la fin du préfixe par I’occurrence du
symbole *1’. Nous pouvons alors déterminer la taille m de la squence qui code z, et
donc, I’extraire du message.
Considérons maintenant le codage d’un entier k € {1,2,3,...}. Comme k € {1,2M°8k11
nous pouvons coder k avec un code ot le préfixe Csq(m) est une séquence de m =
[log k| zéros suivie d’un 1.
Le nombre total de bits de ce code de préfixe pour les entiers est égal a 2[log k| + 1.
Par exemple, pour k = 21, le code sera

00000 1 10101

Le récepteur comence par conter le nombre de *0’s : 5, il sait donc que les 5 bits apres
le ’1’ contiennent le code pour k.

6.3 Codes et lois de probabilité

Le lien entre le choix d’hypotheses/modeles et la compréssion des données n’a pas
encore été établi. De 1’étude du probleme de codage source que nous avons menée dans
les Chapitres précédants, nous savons que

1. aun code (de préfixe, complet) C' sur un alphabet X nous pouvons associer une
loi de probabilité pc sur & :

C — po(x) =274@) vr e x.
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ol £(c(x)) est la longueur du mot de code que C' associe a x € X. L’inégalité
de Kraft nous affirme que po est en général (pour des codes qui ne sont pas
complets) une distribution non-normalisée (une semi-mesure), avec une masse
totale inférieure ou égale a 1. Si le code est complet, alors, pc est une loi de
probabilité. Nous savons encore, du théoréme de Shannon du codage sans pertes,
que le code C' est optimal (il conduit a une longueur moyenne de code minimale,
égale a I’entropie de la source H (X)) :

2. aune loi de probabilité p(x),x € X, nous pouvons associer un code optimal C,,
(de longeur moyenne minimale), avec des longueurs de mots de code

p(x) = L(Cp(z)) = [~ logp(z)].

Ce code (de Shannon-Fano) a une redondance inférieure a 1 bit. En fait, de la
non-négativité de 1’entropie relative, il découle que

E, [~log Q(x)] > E, [ logp(x)].

(inégalité fondamentale de I’information.)

Nous introduisons maintenant la terminologie précise qui sera utilisée dans tout ce
Chapitre.

Définition 1 Modele probabiliste

Um modele probabiliste 7{ est un ensemble de sources décrites par lois de probabilité.
Les modeles paramétriques, ou les éléments de 1’ensemble H sont indéxés par un
vecteur (de dimension finie) de paramétres ¢ appartenant a un espace de parameétres
O est particulierement intéréssant :

H = {p(X|d) : 6 €O}, O C R k>1.

Exemple 1
Pour des observations z(™ € R, le modele Gaussien

G={pa™0) : 0= (D)}, wer’, T=3Tzo0er™,
paramétré par la moyenne p et la matrice de covariance X, ou
_ 1 L
p(z™0) = (27 det (X)) 1/2 exp{—i(ﬂc(”) — )T 2™ — )y,

est un modele paramétrique, paramétré par n + n(n + 1)/2 paramétres (ol nous avons
considéré les conditions de symmeétrie de la matrice de covariance. A
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Définition 2 Estimateur du Maximum de Vraisemblance
Pour un modele probabiliste H et des données z(™ e x(™) 1 estimateur du Maximum
de Vraisemblance est I’élément du modele qui maximise la probabilité des données :

parv (™) = arg max p(z(™).
pEH
Pour les modeles paramétriques, ce modele est obtenue en prennant 1I’élément de H qui
est indéxé par I’estimateur du Maximum de Vraisemblance des [arameétres 6 :

Parv (™) = p(-Gary (™)), Orrv (™) = arg 1(_}163(;(1)(17(”>|9)'

Définition 3 Estimateur consistant
Nous disons qu’un estimateur est consistant si, pour des observations

(™ ~ Pn oo P ) ea”

nous avons
lim pary (™) = p*,

n—oo

ol la convergence est en probabilité. Pour les modeles paramétriques, ol p* = p(-|6*),

lim é]v[v(ilf(n)) = 0*.

n—oo

A

Nottez que la consistance est une propriété asymptotique, elle concerne le comporte-
ment des estimateurs pour un grand nombre n de données : avec probabilité 1, I’esti-
mateur tend vers la vraie mesure qui a engendré les données.

Exemple 2

Nous avons défini dans un Chapitre précédant les chaines de Markov d’ordre 1 (in-
variantes dans le temps) avec état z,, € X, ot |[X| = m. Ce modele est paramétré
par la distribution initiale p(xg) (m — 1 parametres) et par la matrice de transition
Pij = p(xn41 = i|lzn, = j) (m(m — 1) parametres). La dimension de ce modele est
donc (m + 1) x (m —1).

Nus introduisons maintenant les modeles de Markov d’ordre k, ou la valeur a I’instant
n dépend des k valeurs précédantes :

p(Xn =iz} ™) =p (X =ila}3),  n>k.
Dans ce cas, le modele est indéxé par sa distribution initiale p(z%) avec k x (m — 1)

paramétres, et par une matrice de transition de dimension (m* — 1) x (m* — 1).
Le modele de Markov binaire (m = 2) d’ordre k avec X = {0, 1}, demande donc un
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total de k + (2% — 1)2 paramétres.
Il peut étre vérifié facilement que pour une chaine de Markov d’ordre k = 1

[Puv] (@) =2, 6.1)
ij n
ol n;; est le nombre de fois que le symbole i est précédé par le symbole j dans la
séquence z("). A

Définition 4 Modele de Bernoulli

Le modele de Bernoulli (valeurs binaires statistiquement indépendantes et identique-
ment distribuées), que nous notterons /3, peut étre obtenu comme un modeéle de Markov
binaire d’ordre k& = 0, avec une matrice de transition

0.5 0.5
P= [ 0.5 0.5 } '

Il est paramétré par un seul parametre 6 € [0, 1], qui est la probabilité d’occurrence
d’une des valeurs de X’ :

B={p"0) : 00,1}, p™o) = [[olwlo) = 0" (1 - 0)"™,
i=1

ot n; est le nombre de *1’s dans la séquence z("™). Il est aisé de vérifier que pour le
modele de Bernoulli

éMv(x(")) = —.

6.4 MDL (codage en deux parties)

6.4.1 Complexité de Kolmogorov MDL "Idéal"

Les exemples que nous avons présenté dans I'Introduction construisent des codes
efficaces pour les messages considérés, mais ces codes sont trouvés, a chaque cas, par
des méthodes ad hoc. Pour que I’approche MDL soit bien définie, il faut spécifier les
types de codage qui sont des candidats pour coder les données.

Dans les années 60, Kolmogorov [3] a proposé la définition d’'une mesure de com-
pléxité intrinseque d’un objet X comme la taille du plus petit programme qui serait
capable de produire X (une séquence, une image, une forme,...) et s’arréter. Il a appelé
cette mesure de complexité (que I’on peut démontrer qui est indépendante du langage
de programation choisi) complexité algorithmique. Dans le cadre de cette théorie (dé-
veloppée parallelement par Solomonoff [4] et Chaitin [5]), les données sont décrites
(codées) par un programme (qui doit s’exécuter sur une machine de Turing). La no-
tion de complexité de Kolmogorov a depuis été reprise par plusieurs chercheurs, et est
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d’une grande puissance formelle. Cependant, il est possible de démontrer qu’il n’existe
pas un programme qui puisse la déterminer : la complexité de Kolmogorov n’est pas
calculable, ce qui ne permet pas la considérer comme la base d’une méthode (pratique)
d’identification.
Néanmoins, certains auteurs [6] ont proposé une version “idéale” du principe MDL, en
considérant le choix du modele dans lequel la compléxité de Kolmogorov serait la plus
petite.

Nous allons nous intéresser a des versions “pratiques” du principe du MDL, et donc
a des méthodes de description qui soient calculables. Le prix a payer sera que nous de-
vrons abandonner les langages de programation génériques, pour passer a considérer
la complexité d’un message par rapport a un ensemble de langages (une “encyclopé-
die”), et la complexité du message ne sera plus une propriété intrinseque du message.
Certaines séquences régulieres ne seront pas comprimées.

Nous énongons maintenant le principe du MDL d’une maniere informelle, et pré-
senterons une approche (codage en deux parties) qui, sous certaines condtions, en est
une implémentation.

6.4.2 Codage en deux parties

Définition 5 Principe du MDL (définition informelle)

Soit M un ensemble d’hypothéses (de modeles probabilistes ), et (™) € X" des
données. Le principe MDL nous dit de choisir le modele H* € M qui comprime le
plus les données.

* — arg mi in L (z™).

P e i iy b )
ol Ly (x) est la longueur du mot d’un code optimal pour les données x correspondant
au modéle H. A

Les deux faits que nous avons établi dans la Section précédante justifient I’associa-
tion de I’ensemble d’hypotheses probabilistes H dans la définition 5 avec un ensemble
de lois de probabilité (et donc de codes). La définition suivante précise une interpréta-
tion possible de la notion de "codage optimal avec un modele" utilisée dans la définition
informelle 5.

Définition 6 MDL (codage en deux parties)
Soient H(), i = 1,2,..., un ensemble de modeles, et (™ des données. Alors le
meilleur modéle pour les données, H* est le plus petit modele qui contient

H*=arg  min  L(H)+ L(=™|H), (6.2)
HeU;=1,2,.. . H®)

ol L(H) est la taille nécéssaire pour décrire I’hypothése, et L(2(")|H) le nombre de
bits nécessaire pour coder les données davec I’hypothese (code) H. A
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Le premier terme dans 1’équation (6.2) est la longueur de description de 1’hypothese H.
Le deuxiéme terme est la longueur de description des données (™ a 1’aide de 1’hypo-
these H, et est une mesure de I’ajuste du modeéle aux données. Remarquons que cette
version en deux parties du MDL rend explicite 1’idée de chercher un équilibre entre
la complexité du modele utilisé (modeles plus complexes demandront un L(H) plus
grand), et I’ajuste des modeles aux données (™ (plus les données seront plausibles
(probables) dans le modele, plus petite sera la longeur de son code).
La définition précédante laisse sans réponse deux questions :

1. Comment détermine-t-on L(H ) ?
2. Comment calculer L(z(™|H)?

La réponse 2 la derniére question, le choix de L(x™)|H), est relativement simple :
si nous admettons qu’a chaque hypothése H correspond une loi de probabilité p(z(™) | H)
(car H est un modele probabiliste), alors nous devons prendre comme longueur de des-
cription des données la taille du code optimal :

L™ |H) = —log p(a™|H).

La longueur des mots de ce code est égale a moins la vraisemblance des données —
ce qui correspond bien a une mesure d’ajustement. Nous savons que, si les données
suivent la distribution p(x(™)| H*), alors pour ce choix la taille L(z(™|H) sera mini-
misée pour la bonne hypothese H = H*. Si (comme nous allons le voir) L(H) est
indépendante de n (ou si L)H) croit sub-linéairement en n), alors, pour des grandes
valeurs de 7 la somme dans 1’équation (6.2) sera dominée par L(x(™)|H). La propriété
d’équi-répartition asymptotique nous garanti alors que si les données sont une réali-
sation d’une des hypotheses contenues dans un des modeles, alors, la méthode MDL
identifiera ce modele avec probabilité 1 (elle est donc consistante).

La réponse a la premiere question, le choix de L(H ), est moins simple : si nous
choisissons arbitrairement la facon dont les hypotheses sont codées, nous pouvons,
avec des schémas différents, avoir des codes qui atribuent des tailles tres différentes
aux hypotheses, et nous n’aurions donc pas une fagon objective de choisir le modele.
Comme nous le verrons, ce probleéme a conduit a la proposition de différentes versions
alternatives du principe du MDL.

Souvent, I’ensemble de modeles a une structure emboitée
M = UpsoH®,
ot la dimension de H(®) croit avec k, et
HE c HEHD B =1,2,...

C’est le cas, par example, quand chaque () est le modele d’observations bruitées de
I’ensemble de polynomes d’ordre k ou pour I’ensemble modeles de Markov d’ordre k.
Dans ces cas, pour chaque valeur de k£ nous pouvons utiliser un code fixe, en deux par-
ties, pour coder les différentes hypotheses contenues dans H¥), comme c’est illustré
par I’exemple suivant.
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Exemple 3
Nous pouvons décrire un modele de Markov (binaire) d’ordre & en indiquant en premier
lieu la valeur de k, suivie de la valeur du parametre 6 € [0, 1]2k :

HeH® = (k).

L’entier k peut étre codé avec le code présenté page 100, qui demande 2[log k] + 1
bits :

L(k) = 2[log k] + 1.

Pour coder le paramétre 6, nous devons indiquer les valeurs des 2* probabilités p1;,
pour que le symbole 1 soit précédé par la i-eme séquence s; de k symboles binaires,
s; € {0,1}*, (cela détermine la probabilité pour que le symbole "0’ soit précédé par la
méme séquence : pg; = 1 — p1;).

Nous remarquons maintenant que nous pouvons restreindre 1’ensemble H*) de tous
les modeles de Markov d’ordre k tin sous-ensemble discret fini H(*)'. En fait, unique-
ment les modeles qui peuvent étre identifiés a partir d’une séquence de taille n sont
pertinents, ce qui implique que les probabilités pi; soient de la forme de I’équation
(6.1), page 103, ol, nécessairement

ngj € {0,...,n}.

Construire un code qui associerait des mots de code a des hypotheses qui ne corres-
pondent pas a des estimés possibles aurait conduit & une valeur supérieure pour L(H)
sans que les valeurs correspondantes de L(x(™)|H) puissent étre plus petites.

Il n’y a donc que n + 1 valeurs possibles pour chaque probabilité p;; (fréquence
n1;), qui peuvent étre codés avec un nombre de bits non supérieur a [log(n + 1)] ~
log(n + 1). Comme le paramétre 6 du modele de Markov est défini par 2% de ces
valeurs, pour identifier un modele particulier nous avons besoin d’un nombre de bits
total égal a

L(H) = L(k) + L(0) = 2logk + 1+ 2" log(n + 1).

Le critere pour choisir le modele de Markov (I’ordre et les parametres) est donc la
solution de

mkin nbin —log p(z™|0) + 2log k + 1 + 2% log(k + 1),
ou encore, en faisant appel a la définition d’estimateur de Maximum de Vraisemblance

mkinf log p(z™|0prv) + 2log k + 1 + 28 log(k + 1).
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6.5 Codeurs universels et MDL (codage en une partie)

La Section précédante a illustré 1’application du principe du MDL avec une ap-

proche de codage en deux parties : codage de 1’hyopthése (avec L(H) bits) suivie du
codage des données dans 1’hypothese (avec — log px (z(™ bits).
Cependant, le choix du codage effectué est heuristique, et n’identifie pas d’une fagcon
formelle le code qui doit étre associée a un modele probabiliste H. Nous allons intro-
duire la notion codeur universel dans une classe de modeéles, qui permet de dépasser ce
probléme.

Définition 7 Codeur universel (dans une classe de modéles)

Soit H un modele probabiliste (et donc un ensemble de longeurs de codes optimaux)
pour des données x("™). Un code L est universel pour H s’il est capable (assymptoti-
quement) de coder la séquence (™) avec un nombre de bits égal au code optimal pour
z(™) dans le modele H :

1— 1
V(™) lim —L(z™) = lim min —L(z"™|H). (6.3)
n—oo M n—oo HEH N

Nottons que si la séquence (™ est une réalisation d’une des hypotheses dans H, alors
ce limite est égal au taux d’entropie H(X). A

Nous remarquons que cette définition de code universel correspond a une notion de
code universel ponctuel, c’est a dire, la propriété (6.3)est vérifiée pour toutes les sé-
quences (™. Dans le Chapitre précédant nous avons présenté, dans le contexte de
1étude de I’algorithme de Lempel-Ziv, une notion de code universel qui est basée sur la
longueur moyenne des mots de code.

Les deux exemples suivants montrent que les codes en deux parties sont des codes
universels.

Exemple 4
Soit (™ une séquence binaire, et considérons le modele suivant :

H=1{B6,),i=1,..9}, 0 ="

de fagon que

—log p(z\™|B(6;)) = —n1 log(i/10) — (n — ny) log (1010_ Z) ‘

Nous pouvons construire un code universel (en deux parties) pour ce modele de la
fagcon suivante. Nous codons d’abord 7%,

,,,,,



en utilisant un code uniforme en {1,...,9}, avec donc [log 9] bits. Le message (™)
est ensuite codé avec le code By,, , ce qui demande

Li» = —logp <$(")\B(9v)) = L, (™)
bits. Ce code a une taille totale
Ly (2™) = [log 9] — logp (x(”)|3(9i*)) = [log 9] + 151161% Ly (z™).
Nous pouvons facilement constater que

1— 1
lim —L(z™) = lim — min Ly (2™
g, L) = Jimm i L (270),
qui est la limite atteinte par le meilleur code pour (™) dans le modéle H, et que le code
présenté est donc universel pour le modele considéré. A

Dans cet exemple nous avons utilisé un code uniforme pour coder les éléments H €
‘H (’'index i* de I’exemple précédant), ce qui correspond a admettre une distribution
uniforme pour toutes les hypotheses H du modele H. Autres choix seraient possibles.
Cependant, ce choix minimise la redondance du code dans le pire cas (le cas ou la vraie
hypothese regoit le mot de code le plus long pour la distribution admise).

Exemple 5
Considérons maintenant le cas d’un modele avec un nombre infini d’hypotheses :

H = {Hy, Hs,...}.

Un codage en deux parties pour ce modele peut étre obtenu, d’une facon analogue
a ’exemple précédant, en considérant le codage de I’index ¢* avec le code pour les
entiers que nous avons introduit page 100, qui demande 2[log k] + 1 bits pour coder
I’entier k. Nous devons donc maintenant choisir

i* = arg _711112f {2ﬂog il +1+ Ly, (x(”))} :

et donc -
L(z™)= inf {2Hog i1 +1+ Ly, (g;<”>)} .

i=1,2,...
Contrairement au cas précédant, nous ne pouvons plus borner par une constante la
redondance de ce code par rapport au code qui atteint la longueur de code minimale
dans le modele H. Par contre,

1—
lim —L(a:(")) = lim inf

n—oo N n—oo 1=1,2,...

{21ogi+1 B

1
—log p(z™ |Hi)} ,
n n

et, si les observations (™) sont une réalisation d’une des lois de probabilité p(-|H;, )"
dans H,

lim lf(ﬂm) = H(pp)

n—oo N

let si le modele correspondant est ergodique.
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ot H(p;o) est le taux d’entropie associé a la loi de probabilité correspondante 2 la
vraie distribution des données. Pour cet exemple, le taux avec lequel le nombre de bits
par symbole approche le taux d’entropie de la source n’est plus constant comme pour
I’exemple précédant. A

L’association entre codes et lois de probabilité nous permet d’associer aux codes
utilisés pour décrire le modele (avec des longueurs de code L(H)) des lois de probabi-
lité définies dans I’ensemble des hypothéses contenues dans H

p(H)=2"tH — HeH,

établissant ainsi un pont entre le codage MDL en deux parties et I’approche Baye-
sienne. L’exemple suivant illustre cette relation, montrant que les marginales de Bayes
sont aussi des modeéles (codes) universels.

Exemple 6
Soit ‘H un ensemble fini ou dénombrable d’hypotheses (lois de probabilté), paramétrées
par un vecteur de parametres § € O :

H = {p(x(")|9) L he @}.

Soit W une distribution de probabilité dans ©. A chaque distribution W nous pouvons
associer un modele de mélange pour les observations :

p™H, W) =" W (0)p(=™]9). ©.4)
fco

Il est immédiat que p(x(™|H, W) est un modele universel pour . La longueur du
code correspondant est :

IH)W(.I(TL)) =— logp(x(”) |H, W).

Et donc
in 1Ty Qo L (n)
lim —Lyw(z'™) < — lim —logW(0)p(z\"™|0) (6.5)
n—oo M n—oo N
1
— lim = (n)
< nh_}ngo - max (log W(0) + logp(z |9)>

ol (a) est vraie pour tout choix de 6 dans le membre droit. Ceci découle du fait que
tous les termes de la somme sont non-négatifs, et de la monotonicitté du logarithme. Si
nous nottons 6y la valeur de 6 correspondante a ce maximum,

1— 1 —
lim — Ty (z™) < = lim -~ log p(z™00) = H (p(-100)) ,

n—oo n

car, parce que W (6y) est une constante indépendante de n,

lim 1 log W (o) = 0.

n—oo n

109



Ceci démontre que la distribution de mélange Bayesienne de 1’équation (6.4) conduit
a un code universel pour les données. Elle est donc un exemple de modele universel
(pour le modele H). Une analyse de I’équation (6.5) nous montre que le code universel
de Bayes est supérieur au codage en deux parties avec un code L(H) dérivé de la
distribution a priori W. Dans ce dernier cas, nous serions conduits a une longueur de
code

- m01n log p(x™]6) + log W (8),

qui, sauf pour le cas ot p(x(™|0) = 0,0 # 6y, est strictement supérieur 2 la valeur
dans le membre gauche de (6.5), correspondante au modele de mélange. A

6.5.1 Maximum de Vraisemblance Normalisé comme Mod¢le Uni-
versel Optimal

Définition 8 Pénalité P ,, ()

Soit H un modele probabiliste, et soit P une loi de probabilité définie en X". Soient
z(™) les observations, E(") cXxn.
La pénalité de la loi P par rapport au modele H pour les observations (™) est, par
définition B

PP e = ~log P(™) — min (~10gp(=™)).
Cette pénalité est la différence entre (i) la taille du code associé a P, et le (ii) nombre
de bits nécessaire pour coder les observations avec le meilleur code dans le modele 'H.
Pour le cas de modeles paramétriques, H = {p(:|0) : 0 € ©}2

Pf,H,zW = — log?(x("))) + logp (I(”)|9Mv(x("))> . (6.6)

Avec cette définition, nous pouvons déja constater qu’une loi P sera un modele (code)
universel pour le modele  si pour toute séquence z(™) la pénalité croit plus lentement
que n

1
V(™ lim ~P5,, ) =0.
n—oo N P ,H,I( )
La notion de pénalité, qui dépend de la séquence observée ("), ne doit pas étre
confondue avec celle de redondance, introduite dans les Chapitres précédants, et qui
concerne le comportement en moyenne de la longueur des mots du code.

Il est intéressant d’étudier la pénalité pour un modele (code) universel pour H. Ce-
pendant, la valeur de la pénalité, telle qu’elle est proposée dans la définition précédante,
dépend de la séquence observée (™). Pour certaines séquences elle peut méme étre né-
gative, et en méme temps qu’elle prend des valeurs grandes pour d’autres séquences.
La définition suivante considere la plus grande valeur (sur toutes les observations z (™))

2Nous admettons ici que I’estimée du Maximum de Vraisemblance est bien définie.
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de la pénalité pour un code P et un modele H.

Définition 9 Pénalité au pire cas R 4,
Soit H un modele probabiliste, et P une loi de probabilité en X™. La pénalité au pire
cas de P par rapport a H est, par définition

Rs., = max Pz, (. .
il z(n)exn P, H,x(n) ( )

Nous sommes en ce moment en position de définir un modele universel optimal
= . . o . . p3 2 .
P comme celui qui minimize la pénalité au pire cas :

—*

= argmin Ry,
5 ;

= argmin max {—log?(x(")))—i—logp (x(n)|éMV($(n)))}7
P xmexn

ol nous avons considéré le cas d’un modele probabiliste paramétrique. Ce probleme
d’optimisation a une solution qui est égale a

P (:c(”>|éMv(:c(”)>

2 ymexn P (y(”> |éMv(y(")))

quand le dénominateur de cette expression est fini.

La distribution (6.8) est connue par le nom de distribution de Shtarkov, du nom du
chercheur qui a établi son optimalité. Elle associe a chaque possible séquence observée
x(") une probabilité qui est proportionnelle a celle qui lui est assignée par le modele
correspondant a I’estimateur du Maximum de Vraisemblance pour (") (la distribution
qui lui attribue la probabilité la plus grande). Ceci explique la notation "mvn" dans
I’expression précédante, indiquant "Maximum de Vraisemblance Normalisé".

(6.8)

La distribution définie en (6.8) est toujours bien définie quand H est un ensemble
fini. Autrement, la somme dans le dénominateur peut étre infinie, et donc P, n’est
pas défini.

Définition 10 Complexité paramétrique C(H)
Soit H un modele probabiliste paramétrique. Sa complexité est, par définition

C(H) = log Z p (Jﬁ(n)va(x("))) . (6.9)

z(n)exn

Avec cette définition, la distribution de Shtarkov s’écrit
10g Pron (™) = log p (x(”)léMv(m(”)) —C(H).
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De par sa définition, nous pouvons constater que la compléxité paramétrique d’un mo-
dele, C (H) est d’autant plus grande que le modéle H peut décrire (avec probabilité
élevée) un grand nombre de séquences (™. Comme nous le verrons, la complexité
stochastique C(M) est liée au nombre de degrés de liberté du modele M.

La démonstration de 1’optimalité de Pon est immédiate. Si nous utilisons (6.8)
dans la définition (6.6), nous obtenons

4 = log Z P (x(")|éMV(x("))) =C(H),

a;(n) cxn

R

mumns

indépendamment de x("). La pénalité devient donc indépendante de la séquence z(™) .
Comme Vp # Pun il doit exister au moins un z(™ € X" tel que p(z(”)) <
van(z(n)),

RP’H B a;(g}?)((” ,PP’H’;CM)

> Pp,H,z<n> = - 10gp(z(n))) + logp (Z(")\éMV(Z(n)))

> — logﬁmm(z("))) + logp (z(”)|éMv(z("))

Rﬁwt'vn yH,z (M) = Rﬁrnvn He

Ceci montre que la pénalité au pire cas de toutes les autres distributions p dans H doit
étre supérieure a celle de P4y,

6.5.2 MDL (codage en un partie) et complexité stochastique

Nous présentons maintenant une formulaiton du principe de la longueur de descrip-
tion minimale, qui fait appel a la notion de modele universel optimal présentée dans la
section précédante, et qui permet de résoudre quelques problemes associés aux codes
en deux parties étudiés dans la Section 6.4.

Nous conduisons cette présentation dans le cadre simple de choix entre deux mo-
deles H; et Ho, et en admettant que la complexité de ces deux modeéles est finie, de fa-
con que les distributions de Shtarkov correspondantes, que nous nottons Pmm(- |H,),
t = 1,2, sont bien définies. Nous reviendrons dans une section postérieure sur le pro-
bléme de choisir entre un nombre infini de modeles.

Définition 11 Principe MDL (codage en une partie)

Soient H1, Hy des modeles alternatifs pour les observations (™), et P (-|H;),i =
1, 2, les distributions qui minimizent la pénalité au pire cas par rapport aux modeles
‘H;, @ = 1,2, respectivement. Alors, le principe du MDL nous dit de choisir le modele
‘H;+ pour lequel la longueur du mot de code qui est associé aux observations par le
modele universel optimal est minimale :

Sk _ e ) (1) .
7 = argmin log Prmon (1 \H,7> (6.10)
= arg _11111112 {f logp (w(")|§j(x(”>)> +C (Hj)} . (6.11)
i=1,
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A

Cette derniere expression nous donne une interprétation en deux parties de cette ver-
sion reformulée du MDL : le modéle optimal 7 ;+ réalise un équilibre entre la capacité

de décrire exactement les données (le terme p (x(") |é] (x(")))) et sa complexité para-

métrique (mesurée par le terme C (H,)).

La définition précédante du principe du MDL implique donc que le modele choisit
pour les données est celui pur lequel le code universel a le meilleur comportement
(pénalité minimale) dans le pire cas.

Définition 12 Complexité stochastique des données L(x"™)H)

Soit H un modele probabiliste (paramétrique). La complexité des observations z(™)
pa rapport au modele H est, par définition, la probabilité qui lui est attribuée par la
distribution de Shtarkov associée a H :

f(x(”),H) = —log Pon (x(")|H) .

A

Le principe du MDL que nous venons de formuler, nous indique donc de prendre
le modele pour lequel la complexité stochastique des observations est minimale.

En général, la complexité paramétrique d’un modele (et donc la complexité sto-
chastique des observations dans ce modele) ne peut pas étre calculée, ni méme numé-
riquement, la seule exception connue étant le cas Gaussien. Cependant, des approxi-
mations de la complexité stochastique des données f(x(”), 'H), valables pour n grand,
peuvent étre déterminées, comme c’est présenté dans la section suivante.

6.6 Approximations de la complexité stochastique

6.6.1 Maximum de Vraisemblance Généralisé

Pour les problemes de décision entre plusieurs hypotheses composées H;, (ou
chaque hypothese est associée a une famille de lois de probabilité), le principe du Maxi-
mum de Vraisemblance Généralisé nous dit de choisir I’hypotheése H;+ qui maximize

P (o) = e e™) e
ol ¢ est une constante qui détermine la performance du test (la probabilité des différents
types d’erreur). Souvent, une version simplifiée de ces tests est appliquée, qui consiste
aignorer la constante c et a choisir simplement I’hypothése qui maximise la probabilité
des données. Ceci correspond, dans la perspective du MDL que nous venons d’énoncer
dans la section précédante, a négliger la complexité paramétrique de chaque modele,
C(H;), et pour des modeles avec un nombre de degrés de liberté disfférents, en général
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conduit a un choix systématique du modele le plus complexe (celui qui a le plus grand
nombre de degrés de liberté, et qui peut donc décrire plus précisément les observations
z(™).

Le MDL essaie de contrarier cette tendance pour choisir un modele de complexité
élevée en considérant la distribution de Shtarkov, qui utlilise, comme nous avons vu,
une version normalisée du Maximum de Vraisemblance. Le plus grand sera le nombre
d’observations qui peuvent étre bien décrites par les distributions contenues dans un
modele, plus grande sera sa complexité paramétrique C(?), et donc plus le modéle
doit finement décrire les observations z(™) pour qu’il puisse étre choisi.

6.6.2 MDL et Compression

L’idée originale de Rissanen qui justifie le principe du MDL est de considérer le
probléme d’identification de modeles comme celui d’apprendre le modele qui le mieux
exprime les régularités présentes dans les données. Nous venons de voir que cela cor-
respond a choisir le modele pour lequel la distribution de Shtarkov associée conduit
3 un code de longueur minimale. L’ utilisation de P,,,,,, semble justifiée par les deux
remarques suivantes :

1. le mieux la meilleure distribution dans H; décrira les données, le plus petite sera
la longueur de code.

2. aucune distribution dans chaque H; n’est donnée une préférence : en effet, la
pénalité (qui a le sens d’une redondance pour chaque séquence) est la méme pour
toutes les séquences x(™), indépendemment de la loi qui a générée la séquence
observée. Ce code est le seul code de préfixe avec cette propriété : P,,,,, traite
toutes les distributions de 1a méme maniere.

La complexité stochastique des données x(") dans un modele H peut étre interpré-
tée comme la quantité d’information sur le modele contenue dans les données. Elle
est la somme de deux termes. La complexité paramétrique du modele, qui mesure la
quantité de structure dans les données (dans le contexte du modele H), et le terme
—log p(z(™]0(x(™), qui mesure la quantité de bruir dans les données.

6.6.3 Interprétation géométrique

La complexité paramétrique d’un modele peut étre interprétée comme le nombre
de distributions discernibles dans le modele. Intuitivement, comme nous 1’avons déja
remarqué, plus de distributions différentes un modele contient plus grand est le nombre
de messages qu’il peut décrire, et donc plus grand est le risque de over-fitting. Cepen-
dant, si ces distributions sont "similaires", dans le sens qu’elles décrivent essentielle-
ment le méme ensemble d’observations, elles ne doivent pas contribuer séparament a
la complexité stochastique du modele. Dans cette perspective, la complexité devrait
&tre une mesure du nombre de distributions "différentes" qu’un modele donné contient.
L analyse suivante montre dans un cas simple que C(H) mesure exactement ceci.

Soit H = {p(:|6;),i € {1,..., M}} un modele avec un nombre fini de distribu-
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tions. Alors

C(H) = log Y p(a™ |0y (™)
z(n)exn

— g Y > s

J=Les M g(n)  Gppy (2(0) =0

—e Y (1 T sy

Jj=1,...M () : Opry () £0;

= 10g M — ‘ Z Pl‘{éMv(.%‘(n) #9J|93}

< logM .

Nous voyons donc que la complexité paramétrique est dans ce cas simple égale a la
différence entre le nombre de modeles dans H (M) et la probabilté pour que les mo-
deles soient confondus. L’existence de distributions qui peuvent étre confondues avec
une probabilité élevée conduit a une diminution de la complexité paramétrique (ces
distributions ne sont pas comptabilisées d’une facon indépendante). Pour des grandes
valeurs de n, cette probabilté d’erreur tend vers zéro (sauf dans des cas pathologiques),
et la complexité paramétrique tend vers log M, le (logarithme du) nombre de modeles
différentes dans H.

Ce fait a été formellement établi en [1], a ’aide d’arguments sur la géométrie de la
variété Riemanienne associée a des modeles probabilites paramétriques {p(z(™|6)
6 € O} par la définition d’'une métrique qui est donnée par la matrice de Fisher (9).
(On admet que © est compact.) Nous présentons ici trés sommairement I’argument
utilisé. Considérons les ellipsoides centrés sur une grille discrete de points 6; € © :

(60— 0:)T1(6:)(0 — ;) < d(n)

ou la grille {6;} est telle que les rectangles maximales contenus dans ces ellipsoides
déterminent un partitionnent non-uniforme de I’espace de parametres ©. Considérons
maintenant que d(n) dépend du nombre de données n de telle facon que le volume de
ces ellipsoides peut étre approximé par

97\ /2
Vil = aen(re)| 7 (27)
de facon que si ¢; et 0; sont des éléments voisins dans cette grille, alors, la probablité
d’erreur .
Pr{f(z™) = 60;10,} —n-0c 0, i F#].

Le taux de diminution du volume V;(n) des ellipsoides (et donc d’augmentation du
nombre de points dans la grille discréte 6;) est critique, dans le sens que pour une va-
riation de d(n) qui induirait une diminution plus rapide de V;(n), la probablité de conf-
fondre deux points voisins de la grille ne convergerait pas vers zéro. L’auteur montre
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que le nombre de points dans la grille ainsi construite est égal a la complexité para-
métrique C(H), qu’il désigne par complexité géométrique. Nous pouvons donc com-
prendre le terme correspondant & la complexité paramétrique dans le code universel
optimal de Shtarkov (maximum de vraisemblance normalisé) comme la longueur des
mots de code pour une distribution uniforme p(#;) = 1/C(H) dans cet ensemble de
modeles discernibles en H pour les observations (™). Le terme — log p(z(™ [(z(™),
code les données comme une des séquences qui correspondent a 1’élément de la parti-
tion associée au modele choisit, c’est a dire, les “détails” des données.

Remarque 1

L’analyse que nous venons de présenter montre que pour des modeéles finis les codes en
deux parties avec une distribution a priori uniforme sont asymptotiquement optimales.
Comme nous I’avons vu (exemple 4) la pénalité de ces codes est log M, et nous venons
de voir que pour le code universel optimal la pénalité prend asymptiquement la valeur
de log M. Cependant, pour des valeurs de n petits, et pour certaines séquences z™),
la probabilité d’erreur est non-nulle, et donc la complexité paramétrique est inférieure
a cette valeur asymptotique. Le code en deux parties considere donc une pénalité qui

sera pour certaines séquences, supérieure a celle du code optimal en une seule partie.
AN

Pour le cas plus intéresssant de modeles qui contiennent un nombre infini de dis-
tributions, la complexité paramétrique a une interprétation comme un guotient de deux
volumes. Cette interpétation est basée dans 1’expansion asymptotique de la distribution
Pron présentée dans le lemme suivant.

Lemme 1
Soit H un modele paramétrique de dimension m. Sous certaines conditions de régula-
rité

ey = Frog log/ JA(I(G)) db + o(1), 6.12)
2 2 =te)

ou n est la longueur de la séquence observée, I(6) est la matrice de Fisher pour le
vecteur de parametres 6, d’élément générique

1 o
o= lim — [ 2™
100, = Jim, B0 {7 loea0) |

eto(1) — 0 quand n — oo. A

Le dernier terme en (6.12) ne dépend pas de n et donc sa contribution devient négli-
geable pour des valeurs de n grandes, impliquant que pour n tres grand,

k
C(H) =~ = log e

1. 1
sz n>> (6.13)

Le membre droit de cette expression coincide (2 part un facteur k/2log 27) avec le
terme de pénalité utilisé par la méthode BIC (Bayesian Information Criterion) pour le
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probléme d’identification de modeles. Le fait que MDL et BIC, pour des valeurs suffi-
sament grandes de n, conduisent a la méme pénalité a conduit a I’affirmation (erronée)
que MDL et BIC sont équivalents.

En particulier, le Lemme 1 est vrai si H est une famille exponentielle :

p(x™0) = exp(BTt(z™)) f(«")g ().

Cette famille contient un grand nombre de densités usuelles, comme les Bernoulli et
multinomiale Gaussienne, Gamma, etc.

Le premier terme de (6.12) mesure directement le nombre de degrés de liberté du
modele, k. Le deuxieme terme est une correction qui dépend de la forme fonctionnelle
du modele. C’est une correction qui ne dépend pas de n, et qui donc peut étre négligée
pour des valeurs de n treés grandes.

Exemple 7
Pour le modele de Bernoulli introduit dans la page 103 la dimension est & = 1. La
matrice de Fisher pour ce modele est

1

10)= 557

L’ utilisation de ce résultat dans 1’expansion asymptotique (6.12) conduit a

C(B) = %logn—k %1og% —3+o0(1).

6.6.4 Interprétation Bayesienne

Les tests de décision Bayesiens ont un lien fort avec la méthode MDL. Considérons
le test entre deux hypotheses composées suivant

Hy o 2™ ~pi(e) € Hoo = {p(a™10Y),6' € 01}, 6" ~ w' (8")
Hy : 2 ~po(z) e He = {p(a?(")|92),92 € @2} ,0% ~ w?(0%)
ol les hypotheses sont équiprobables : Pr{H;} = Pr{H2}. Le test optimal au sens de

Bayes (pour le critere de probabilité d’erreur minimale) choisit I’hypotheése ¢* qui a la
plus grande probabilité a posteriori :

i* = arg max p(z™|H,;), ﬁ(ac(") |H:) = / p(a:(") 109w (0%) d§*.  (6.14)
ic{1,2} o

Quand les H; sont des familles exponentielles, et sous conditions de régularité, une

expansion de Laplace (dévelopement en série de la fonction intégrée dans I’expression
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précédante) conduit a I’approximation suivante

1o (+[,) = ~logp (+PF ™))+ Elog 2 ~loguw (1))

+  log\/det(I(8(x(™)) + o(1).

Si nous comparons cette expression a 1’équation (6.12), nous pouvons constater que
la longueur de code atteinte par ce code “de Bayes” differe par une constante de la
longueur optimale — log P,,,,. Pour des grandes valeurs de n, les deux approches
conduiront donc au choix du méme modele.

Si nous considérons le cas particulier ou les distributions a priori sont les distribu-
tions de Jeffrey (“least informative prior”, introduite par Jeffrey en 1946) :

_ det(I1(0))
Jprco V/det(I(07)) o'’

nous pouvons facilement constater que (6.15) coincide exactement avec (6.12) : pour
des familles exponentielles, pour n grand, I’ approche Bayesienne avec une distribution
a priori de Jeffrey est équivalente au principe du MDL.

Quand les modeles H; n’appartiennent pas a la famille exponentielle, I’expression
suivante est valable sous des conditions de régularité :

w(0) (6.15)

_ A (n k n
—logp(x(”)|Hi) = —logp(x(”)wz(a:( ))) + B log Py

—logw(|0*(z™) 4 log \/det(I(z(™) + o(1), (6.16)

ot I(z™) est I'information observée.

Pour les familles exponentielles, 1’information observée coincide avec I’informa-
tion de Fisher, et nous sommes conduits a 1’expression précédante. En dehors des mo-
deles exponentiels, si la vraie distribution des données appartient a un des modeles
‘H;, I’'information observée converge encore vers I’information de Fisher, et I’approche
Bayesienne est encore asymptotiquement optimale.

6.6.5 Interprétation prédictive

Soit p une distribution en X'*. Alors

n

p™) =]] p(f_li = [[p(@ilat™), (6.17)

i=1 p(xl ) i=1

et donc

n
—logp(z™) = — Zlogp(xi\xi_l). (6.18)
i=1

Nous pouvons interpréter le terme — log p(x; |x’1_1) comme la pénalité associée a I’ob-
servation X; = x; quand nous essayons de prédire la valeur de X; avec la distribution
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p(--- |2t~ ") construite avec les observations précédentes. Cette pénalité sera d’autant
plus petite que la valeur observée aura une probabilité élevée pour ce modele condi-
tionnel. L’expression (6.18) nous dit donc que la longueur des mots du code associé a
la distribution p est la somme des pénalités pour la prédiction de chaque valeur X; de
la séquence basée sur toutes les valeurs précédentes :vlfl (valeurs observées).

L’équation (6.17) établit une relation entre les modeéles de probabilité pour des
séquences (") et des stratégies de prédiction, qui associent a chaque possible séquence
passée a:’i_l une loi de probabilité pour la valeur future X;. De la méme facon, cette
équation nous permet d’associer une loi de probabilité définie en X" a des statégies de
prédiction.

Soit maintenant 7 un modele paramétrique, et P un code universel par rapport au
modele H. Dans le cadre de 1’estimation Bayesienne, et pour des observation i.i.d., il
est bien connu que la distribution prédictive converge (quand n — ©0), vers la distri-
bution du Maximum de Vraisemblance p(- |9A’1_1) Le méme comportement est obtenu
pour tous le codes universels, de facon que nous pouvons approximer les distributions
conditionnelles P(-|z%~1) par p(-|6: 1) :

P(Xy|z ™t = 1) ~ p(-]6°7Y), (6.19)

et donc .
—log P(z™) ~ = "logp(-[67). (6.20)

=1

Sous des conditions de régularité, il peut étre démontré que le membre droit de cette
équation peut étre écrit comme

n N R k
=Y togp(10i7) = —logp (+10(™) ) + 3 logn + o(1),
=1

qui différe par une constante de I’expression (6.12), démontrant que cette appproche
prédictive conduit asymptotiquement au méme choix que le principe du MDL. Cette
analyse nous fourni une interprétation alternative du MDL comme choisisant le modele
pour lequel I’erreur de prédiction accumulée est minimale.

Nous remarquons finalement que 1’estimée 6 en (6.20) peut ne pas étre I’estimée
du Maximum de Vraissemblance, pouvant étre remplacée par un autre estimateur qui
converge vers I’estimateur MV. Dans certains cas, comme le montre 1’exemple suivant,
le comportement peut méme étre supérieur.

Exemple 8
Condiérons le modele de Bernoulli, décrit dans la page 103, ot § € [0, 1] est la proba-
bilité d’observer un 1. Admettons que

™ =001 -,
et donc I’estimateur du Maximum de Vraisemblance de 6 est
éMV (I%) = O,

119



impliquant que
p(x3l0nrv (1)) = 0 = —log p(as|fary (27)) = —log p(1|farv (27)) = oo,

démontrant que ce modele n’est pas universel. Cependant, la distribution prédictive
basée sur I’estimateur modifié suivant (proposé par Laplace)

ni+ A

S o
Or(21) = n—+ 2\’

conduit a un code universel. En effet, il peut étre démontré que pour A = 1, la distri-
bution prédictive avec cet estimateur coincide avec la distribution marginale de Bayes
relativement a une distribution a priori uniforme pour 6. Pour A = 2, nous obtenons
I’estimateur Baysien pour la distribution a priori de Jeffrey pour le modele de Ber-
noulli, qui atteint (asymptotiquement) le méme comportement que le code universel
optimal (maximum de vraisemblance normalisé).

Cette approche a des ressemblances avec la méthode du Maximum de Vraisem-
blance Généalisé, décrite dans la section 6.6.1. La différence fondamentale entre les
deux approches, et qui explique que 1’approche prédictive qui vient d’étre décrite ne
souffre pas des problemes de overfitting associés aux tests de Vraisemblance Générali-
sée, est le fait qu’ici chaque observation est prédicte (codée) avec le modele déterminé
par les observations passées, ce qui n’est pas le cas pour le test Maximum de Vraisem-
blance Généralisé. Celui-ci utilise dans un premier pas toutes les observations pour
estimer le parametre 6, et utilise ensuite cette estimée pour coder z(™).

6.7 MDL Général pour la sélection de modeles para-
métriques

Le matériel présenté dans le Chapitre précédent considere le cas ou le nombre de

modeles est fini, et la solution avancée (la distribution de Shtarkov) requiert que la

compléxité paramétrique des modeles soit finie. Dans ce Chapitre nous présentons une
version plus générale du MDL qui peut traiter des modeles avec une compléxité infinie.

6.7.1 Complexité paramétrique infinie

La complexité paramétrique des modeles les plus comuns est infinie. Un exemple
important est celui des modeles Gaussiens, comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 9
Soit # la famille de distributions Gaussiennes avec variance o fixée :

1 _ =2

e 202 :ue%},

Hoye = {p02 (zlp) =

2mo
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étendue a (™ € R” par hypothese d’indépendance (produit des densités marginales).
L’estimateur du Maximum de Vraisemblance de la moyenne p est

N B
N(xl):;ZIj'
j=1

Alors,

ey =log [ porla®lia™) dat) = cx,
z(n) eR+t

et donc le code universel optimal n’est pas défini pour ce modele.
La matrice de Fisher pour ce modele est

et donc nous avons également

/&e VA1) ds. = oo,

et donc le mélange Bayesien pour la distribution a priori de Jeffrey n’est pas défini non
plus.

Cependant, si nous considérons que 1 € [a, ], avec a,b < oo, la complexité pour
ce modele “limité” est finie :

b—a
)| A (n(n) (n) _
poz (x| a(z'"™)) do'™) = ——/n.
/xw (™) €la,b] Vino
Soient alors les modeles emboités suivants :
1 _(=—w)?
Hi = { Doz, k (x|p) = ﬁie 202 |u| <Ky, K >0, (6.21)
o

de facon que
H =Ug>oHk.

Maintenant, pour chaque K, C(H ) < oo, et donc les codes universels optimaux cor-
respondants, P, (z(™ |H ) existent.

Nous pouvons maintenant coder les données avec un code en deux parties, Pc1q (2™ |H),
qui code dans un premier temps la constante K, et utilise ensuite le code optimal cor-
respondant pout coder les données. Ce code a une longueur

—10g Prncta(@™[H) = min { ~10g Prun (@™ [Hx) + LK)}, (622)
ot L(K) est la longueur du mot de code utilisé pour K.

Cette approche, basée sur un codage en deux parties, est sous-optimale. La cause
de la non-optimalité est liée au fait que le code réserve plusieurs mots de code pour
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la méme séquence, une pour chaque valeur possible de K. Une alternative a cette ap-
proche, qui est basée dans la restriction de 1’espace d’observations, consiste & limiter
I’espace des parametres. Dans [7] Rissanen propose une approche alternative, basée
sur I'utilisation d’une version re-normalisée du code universel optimal :

Prmon (@[ Hjja))
Sy cxn Pron (Y M an)) dyt™)

Prun (x(n))lH) =

6.7.2 Sommaire

Le matériel présenté indique que si nous souhaitons appliquer le principe du MDL
pour choisir entre différents modeles, nous devons chercher a définir un modele univer-
sel pour I’ensemble de modeles, qui soit capable de coder toutes les séquences d’une
taille donnée n.

Si I’ensemble de modeles est fini, nous utilisons une distributions a priori uniforme
pour les modeles (longueur de code constante). Dans le cas contraire, la distribution
uniforme n’existe plus, et nous sommes forcés a donner une préférence a certains mo-
deles sur les autres.

Quand la complexité paramétrique des modeles est infinie, et donc le modele uni-
versel optimal de Shtarkov n’existe pas, nous devons décomposer H comme I’union
de sous-modeles emboités Hj, de complexité croissante en k. Un code universel pour
I’ensemble de modeles est ensuite construit, avec une pénalité qui est proche de la
pénalité associée au sous-modele de complexité minimale qui contient I’estimée du
Maximum de Vraissemblance.
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