Théoréme de Shannon (codage source)

o |
source
mJrendss  Un codeur (binaire) est une application

Codage

Source C: X — {0,1}*
x — cx)

|
Le décodeur D est une application des ségquences binaires
dans l'alphabet X':

D: {01} — X
c(x) — d(c(x))

Source X }—X{ Codeur C }—C(ﬁ{ Canm/disque}—cm—{ Decodeur D [-4(CX




Codage sans pertes
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M. J. Rendas Sivxe X
d(c(x)) =x,

(Papplication C est inversible sur X)

nous dirons que le codage est sans pertes.

Dans le cas contraire, nous dirons que C est un codeur
avec pertes.
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= Un code sans pertes doit vérifier :

[C(X)] = |X].
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Codes de longueur fixe et variable

Longueur d’une séquence :
X=X - Xp=|X|=n
C est un code de longueur fixe si
Ve e C(X),|cl=n

Sinon, C est de longueur variable.
C binaire, sans pertes, de longueur fixe =

|c| = log, [].

Si nous acceptons des pertes (erreurs)
d(c(x1)) = d(c(x2)), X1 £ X € X

nous pouvons utiliser |¢| < log, | X|.
Pour garantir Pr {erreurs} < 1 =
caractérisation probabiliste de la source.



Plus petit ensemble J-représentatif S;
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X : variable aléatoire X € X, etloi px : X ~ px.
Ss est le plus petit sous-ensemble de X’ avec probabilité
plus grande ou égale a 1 — 4:

Ss = arg min |S].
Scx Pr(s)>1-s



Contenu J-informatif de X Hz(X)

Codage

source X ~ px, X € X, S5 le plus petit sous-ensemble §-informatif
M. J. Rendas pour X.
Codage Le contenu J-informatif de X est
Source
Hs(X) = log |Ss|.

Hs(X) indique le nombre minimal de bits d’'un code C de
longueur fixe qui peut transmetre sans erreur toutes les
séquences de I'ensemble S;.

C adonc Pr{erreur} < é.

Ho(X) est égal a la valeur maximale de H(X), X € X:

Ho(X) = log |X| > H(X),



Exemple

Codage
r 7 . .
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X1XoX3Xg, Xj € {0,1}, Pr{x; =0} =0.2.
Codage
Source
X EX P(x%) HE(X)
0000 0.2)*  logy(15) = 3.9
0001 (0.2°.0.8  logy(14) = 3.9
0010 (0.2°.0.8  logy(13) = 3.8
0100 (0.2°.0.8  logy(12) = 3.7
1000 (0.2.0.8  logy(11) = 3.6
0011 (0.2)%2 - (0.8)>  logy(10) = 3.4
0101 (0.2)2-(0.8)2  logy(9) = 3.3
1001 (0.2)2-(0.8)2  logy(8) = 3.2
0110 (0.2)%2-(0.8)2  logy(7) = 3.0
1010 (0.2)2-(0.8)2  logy(6) = 2.8
1100 (0.2)2-(0.8)2  logy(5) = 2.6
1110 0.2-(0.8%  logy(4) = 2.0
1101 0.2-(0.8%  logy(3) =1.6
1011 0.2.(0.8)%  logy(2) = 1.0
0111 0.2.(0.8)° logp(1) = 0
)

1111 (0.8
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Plus petit ensemble Jj-représentatif
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S'=x ST =8 J{x} k=1.2...,16,
Taille :

ISK| =S —1,k=1,2,...,16  |S)| = 16.
Probabilité d'erreur : 6, = Pr{x; ¢ Sk}

(50:1, (5k+1:5k—p(Xk+1),k:1,2,...,16.
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graphe de Hs(X)/n (n = 4)
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H)

graphe de Hs(X)/n (n = 10)
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graphe de Hs(X)/n (n = 20,50, 100)



Théoréme du codage source (Shannon)
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Codage Soit X une source avec entropie H(X). Alors

Source
Ve >0, Vd€]0,1[, Ing :

¥n > ng %Hg(X(”)) — H’ <e

X(") : séquences de longueur n dont les éléments sont des
tirages statistiguement indépendants de la méme variable
aléatoire X.



Propriété d’équi-répartition asymptotique
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VL3, Fondas "Tous les événements qui peuvent se produire sont

essenciellement équiprobables”

Codage
Source

xXNnp>1,x={1,... m},|X|=m

ni(x) = [{x = i}

Loi des grands nombres = n; ~ np(/).
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Ensemble typique A"

Xi, Xo, ..., Xy : variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées (i.i.d.), Xj ~ p(x), x € X.
Lensemble e-typique par rapport a p est le sous-ensemble
de X" :

AP = {X(n) e x” : p(x(M) e 2*”(H(X)+6)72*”(H(X)*f)}}

=

]
p(x(M)

Les séquences dans AE”) ont toutes “ la méme probabilité”.

A = {x(”) eXx” Iog € [H(X) + ¢, H(X)—e]}



Propriété d’équi-répartition assymptotique
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source |
M.J.Rendas  Pour n>> 1, x(" (symboles iid d’'une source X) appartient
Codage presque surement a un sous-ensemble de X" qui contient
Souree seulement 2"H(X) éléments, chacun avec une probabilité
proche de 2-"H(X)

Equivalente au Théoréme de Shannon:

|
Codage source (version informelle)
nvariables X; ~ p,i =1,..., niid, avec entropie H(X),
peuvent étre codées avec un nombre de bits non inférieur a
nH(X) avec une probabilité d’erreur négligeable; si un
nombre de bits inférieur & nH(X) est utilisé, la probabilité
d’erreur sera pres de 1.
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Loi (faible) des grands nombres

|
X;,i=1,...,n,iid., moyenne x et variance o2. Soit

’
xzni;x,-.

Alors,

=

Yo/ >0, V6 >0, 3ng:n>ng Pri{X—pul>da'} <9

(o = va, et o = [Z])



Inégalité de Chebychev
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Pr{X >a} < 21,
(6

Démonstration :

PriX>a}=> p(x) @ prix>al< ng(x)

X>o X>o
(b) X E[X]
> < — = —
& Pr{X>a} < XEEX ap(x) "

(a):car 2 > 1 (b): car les termes ajoutés sont positifs.
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Codage Inégalité de Chebychev =
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X variable aléatoire, o > 0. Alors

o2

Pr{(x —E[X])? > a} <7

(prendre X = (X — E[X])?)



Principe d’équi-répartion asymptotique
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CS)odage 1 n 1

ource o IO*GHX—,HX-{—g.
72100 5 € [HX) — e H(X) +

Soient

B L L - N
Z,_Iogip(Xi),I_1,...,n,(|.|.d.), E[Z] = H(X), var(Z) =o5%

AN o

2
1 n
<es (n;‘z,-—H(X)> <.
1=

1 n
ISz - Hx)
n i=1
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Borne supérieure de probabilité
1< ° 2 U%
Pr n;Z;H(X) > <5 —na 0

1Sz H

Pr{A"} = Pr{ E
i=1
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Démontration Théoreme de Shannon du
codage source

A — Hs(X™) = log | S;|
Ve > 0, V6 €]0, 1], Ing tel que ¥Yn > ng
Hs(X(™) — nH(X) € [—ne, ne]

|
Deux étapes

Ve > 0, Vo € [0, 1], 3ng tel que
%H(;(X(”)) —H(X)<e,  ¥Yn>ng.
Pr{Ss} =1—-0,Yn> ny =

Hs(X(M) > n(H(X) —€) = %H(;(X(”)) — H(X) > —e,
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P —1-34
m Pr{S;} 0

borne supérieure de |S;| :

DO ) - ool <leo A7)

(n) _
m Pr {AE } Z | =6ma) Nous allons montrer que 3B; :

n(H-+e)
m|Al<2 |AM| < Bg = Hs(X™) < log Bs.
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XAl
(@ o(H
SRR
x(m e A"
— 2—n(H+e) Z 1= 2 n(H+e€) ‘A(n ‘
x(me A

o ‘Agn)‘ < 2n(H+()

(a) la borne inférieure pour x(M e A"
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Fixons ng tel que

7% 7%
0>d6(ng,e) = 5= < Ny > =
= (07) €2n0 07625

Alors, Vn > ng

=

Pr{Agn)} >1-8(ne)>1—d(ng,e)>1-34

Pr{Ag">} >1-4, et log|A™| < n(H(X)+e) .

Hs(X"M) < n(H + €)



%,H(;(X(”)) — H(X) > —¢
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n jo;:: das Par contradiction.
h Admettons 3T, tel que ¥n > no
Codage
o T <27HX0=9 Pr{T}>1-4

= impossible de trouver ny.

1T < 2 M=) o
/2

x€ A("/)z = p(x) < 27 MHX)=</2)

A

Pr {Tﬁ A(:/)z} < p—ne/2
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Pr(T} = Pr{TNAL} +Pr{TNAT)}

Mais

m{r(}&%} _
<

<

=

>

p(x)

x(MeT, x(")eA<”)

max p

xeA

o- n(H €/2) |T| < 2~ n(H-
Pr{TNAY,} <Pr{Al}<

va

OIN

4o

— ne?

‘T| < 2n(HX) 5) = Pr{T} < 2 ne/2

=

|Ss| > 2"H(X)=9) ou encore

]
1 xm
—Hs(X

) — H(X) > —¢

e/2)2n(H—e) _ 2—[76/2

— —7n—oo 0
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Codage EH(S(X(n)) — H(X) > —€

Source

et
Hs(X(M) < n(H + ¢)

= Ve > 0,V €]0,1[, Ing tel que Vn > n,

%Hg(xm)) C(Hto) <e
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