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Probleme

Etant données des observatiafis choisir un modéles
qui exprime seproprietes intrinseques

Exemples

H ajuste d’'un modele polynomial a des paires de valgagls
®# segmentation non-supervisée (images, signaux,...)

# ajuste d’une distribution de probabilité a des éahans



Ajuste d’'un modele polynomial

# Données

n XV = [(X,¥1), 02:¥2)s -0 O]

# Modeles candidats
B Y = agta + .+ axk,

k=0,1,2,...
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Ajuste d’une distribution de probabilité

# Donneées
m XN = [X0 Xo- .0y %]

# Modeles candidats

m ;1% DMX : 14,0)
m I, % 1(2A) L e




Principe de Longueur de Description Minimale

Choisir le modele qui permet

la codification la plus compactedes données

Considere le probleme de choix de modeles comn# dmdéceler legggularitésdes
données.

Base sufi) la relation intime entre (longueurs de) codes ogtirnet lois de probabilité qui
decoule de Inégalité de Kraft, et (ii) la notion decode universel

sourcep y codeurC

PG R A(Cy(x)) = -log p(x)

Choisir lecodeoptimal pour un ensemble de données est équivalgativer la
distribution de probabilité de la source.



Définitions et notation

® Modele probabiliste

H={p,(X"), ydI'} ' peut étre : fini, denombrable, continu...
s Modele paramétrique
HO={p(x"| &), 81O} Ex: Gaussfen, famille exponentielle, ...

# Estimateur du Maximum de Vraisemblance
B () = arg max ,, P(X)

s Modele paramétrique
Gn(X") = arg ma. o PO & B =pX" 6 MV(Xn))




Propriétés asymptotiques

® Estimateur consistant
XN 0O xe, XN [PpY=lim, B0 =pY w.p.l
X" Oxe, XN [p(X @5 = lim,_ 6,06 =6 wp.l

® Code universgpar rapport a un modele)

J{: modele probabiliste- £ ensemble de (longueurs de) codes (de prefixe)
L,.est uncode universel pout ssi

R ORp Sl S s i o (= T o S T 1 [ AL )

Note: six" /p~“0 9 lim,_ ,1mmin . LX") = H(p”) : taux d’entropie



Pénalité

d’'un code/modelep) par rapport a un modee(ensemble de codes/modeles)

® Pénalité
Py 5(X") = -log p(x") — min g 5, ( -log q(x") )
m Modele parametrique
P, ,(X") = -log p(X") + log p( X"| (X" )
= Pénalité au pire cas
By gr = MAXN 7 By 7, X")
= maxng, [-10g p(x") - min g, ( -log q(x") ) ]




Code universel optimal
(par rapport a un modele)

® Code universel optimal
L,-est uncode universel optimal (pour le modefessi

<
P = PLy

Solution:Code (modele) de Shtarkov:
PrmdX?) = Py (X)) 7P o (XT) ), oy (x7) d %=1
Pour ce code,
OxMox=@, XN =@, .= -l0g/p( | oy (X)) dx



Principe du MDL

& Choix entre deux modelgs et H,:

Choisir le modele pour lequel le code universeinak conduit a une
longueur de code minimale:

L, (x") < L, *(x") = choisir H;

L, *(x") > L, *(x") = choisir H,

Avec la définition de code optimal (de Shtarkovis@ommes
conduits a un critere du typecedage en deux parties:

L, (x") = -log p(¢| §(x) + log /p(x|8,(x")) dx’




Complexité paramétrique

® Complexité paramétrique d’'un modele
C(#H) = log /p (x| 6(x") dx°

Avec cette définition
L, *(x) = -log p(X]8x") + C(#,)

C(H) . codage dunodele(structure)
-log p(¥] 64x")) : codage dedétails(bruit)



Test MDL

# Choix entre deux modelgg et 74 :
Ly 0 < Ly, - (x) = choisir #;

Ly () > Ly () = choisir #,

-log p(X[6,(X") + (7)) Z -log p(X] 6,(x") + C,(#£) choisir

R A PO, (") zcn(]{ﬁn(]{z)

p(MEL(XM)




Complexité paramétrigue
( 4. ensemble fini)

Sl 7= {p(x8), i=1,2,...,M

= () = log Za p(e|AX") = 109 5 X, gery -4 POCL )
= log Zj (1- 2n. ax) =4 PO 6}) )
= log (M - Pr{ax") #8} )
<log M

Ces expressions montrent que la complexité paramétlignenodele mesure le
nombre de distributions que le modele contient qat gistinguablesavec un
certain volume de données

Dans I'expression precedente, le terme d’erreut {pour des modeles non
pathologiques, pour lesquels un estimateur consistategxers zéro quand le
nombre de données tend vers infinicgtx) — log M



Exemple: Bernoulli

pe=6-1" (1-9" =, %301}, ©=[0]

s=¥x. &M= S sufficient statistic for@

()IogZp(xnﬂxn» 09> p&=s) Y  pxIS=s)

s=0 XGxM=s/n
& n AT n{n sfl s - n \/ﬁ L
|Oggop(51 S IoggO[S]%)sﬁ nr Doggzo e (Stirling app.)

Elog Jz j S S)ds o(1) :|og,/n7”+o(1)=%|ogn7ﬂ+o(1)



Principe du MDL et RVG

 MDL:
log py (X" 6,(xM))/ po(X"| 6,(X")) <?> C\(#3) - C(9)

Le test du MDL est un test dapport de vraisemblance généralise
ou leseuil de décision est automatiquement fixé par laptexite
paramétrique des modeles

* RVG : rapport de vraisemblance généralisé



Consistance

Le fait que le code optimal soit wode universel
garanti queuand n- «le “vral” modele (si les
donneées sont une réalisation d’une source avec une
distribution de probabilité qui fait partie d’'un des
modeleskst choisi, avec probabilité 1.

Note: cette propriété est maintenue méme si le cods@itest pas
le code optimal (la distribution de Shtarkov)



Approximation asymptotiqgue (MDL)

Sous certaines conditions, pour desdeles
parametriquedk fixe, n- /)

Cn(He)=5 I0%+Iogfll(@W2d9+o(1)
ou

k est la dimension du modele paramétrifig(comme variété différentiable)

n est le nombre d’observations
I(6) est lamatrice (asymptotique) de Fisher

02
lim 0(1) ()= —I|m 1E{

logp(xN
lim 9906 ap( @}



Conditions sufisantes

B c(H)<O, [(O2dE< [T

B 4<") reste eloigné de la frontiére &
®# 7 est une famille exponentielle :

p(x|€) = exp@1(x))i(x)9(€)

t: X=R est une fonction de

ExemplesBernoulli, Gaussienne, Multinomial, Poisson, Gammamais pas les
modeles de mélange)



Interpretation

® Avec cette approximation

L, (x") = -log p(xe (xM) + C(#)
= -log p(>*'| (X")) (fit to data (oise: Olinear inn)

+ %mgﬁ (# % models Olog in n)
+ log|| (OF2d6  (modelgeometry OCein n)

+0(1) ( -0 whenn- /)

Good approximation ih large, k << n



MDL et Bayes

Pour des modeles parametriques
HO={p(x"| 6), 6010}, i=1,2

I'approche Bayesienne considere connuesidgsbutionsa priori, w, (&), pour les
parametres inconnud de chaque modelg?®, et choisit le modéle pour lequel la

distribution marginale
P, o= PG )W (4 )d4
|

est la plus grande :

P N)>p (M= choisir 7
A 5



La marginale de Bayes est un code universel

Py (XN)= 2. p(Xx"g )w(§ ) (countable® )
8

= —logp,(xX") =-log > p(x"gWwW(§)| < —|09[p(X”|9j )W(6, )]
8o

(Bayes better than

— —log,, () < -logl XN EXY)] =-ogPMRN)-logw(Bxm) e

== | an%log Py (XY= I inoo%'og (A~ lim %I oq(Gx)
=—lim Llogp(x"@xm)
noool

el il n
Iim —rmaxogp(x'e)



Comportement asymptotique de Bayes

Pour des familles exponentiellexpansion de Laplage

/5 M—— g (xvM+Kina N
logp  (X)=-logp(xg (XO)+5logs -

—logw (4 (x)+ogll(§ (x"))2+o(1)

Pourn>>1

)\ P g (xM+KioaD
logp (XY 11-10gp(xg (A))+ologs

Bayes et MDL coincident avec B{Bayesian Information Criterion,
Schwartz)




Jeffrey’s prior, Bayes et MDL

Pour les distributiona priori de Jeffrey:

G
" I(pf2dg

Wi

alors :
MDL = BayesS(up to order 1)

Note: MDL et Bayes sont des approches differemiH#3L. n’est pas baseé sur des supposions
sur la vraie distribution des données, ce que paste cas pour Bayes!



MDL et codage préedictif

La factorisation

P(x0=[ p(% M4 %6
Implique

= n :n - =1
0gp(X=3. | Hogp(s O

longueur de c:ode/v pénalité de prédiction accumulée

—logp, (% |x_JL‘1) — —logp(% |6A(X_il‘1)) : “colt” de la prédiction d&
basée sur I'observation ag..x ;

~logp, (x")=-logp(xg ()+KlogL-+o(2)



Pointers pour en savoir plus

® MDL “idéal” et Complexite de Kolomogorov
m Vytanyi (Amsterdam, http://homepages.cwi.nl/~paulv/)

®m MDL avec complexité parametrigue infinie

m RissanenHelsinki), T. Cover(Stanford,
http://yreka.stanford.edu/~covefsrunwald Amsterdam,

http://homepages.cwi.nl/~pdg/)
® Interpretation géomeétrique de la complexite
parametrique

m Balasubramanian ({Penn, Philadelphia,
http://perception.upenn.edu/faculty/pages/balasnbrean.php)



Code unniversel pour les entiers

Pour coder un entig&e /£ 1,..,M} on a besoin de

N=

log k| bits :k - ¢ (k) Z{0,13"

Pour coder un entide //{1,...} ?
K - Cu(k) :Oﬂog : 1 Crlog kT(k) HOJ—} A

C, est un code universel pour les entiers



