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Xi,.. Xp, Xie X={1,...,m}, |X|=m

Py, le type de la séquence x = X1, ..., X, mesure la
fréquence de chaque symbole de X’ dans la séquence x:

Type theory

Px(i):N"I(ﬂ'X), Ni(x) = {xx = i}, i=1,....m

Py est une loi de probabilité (aussi appelé “loi empirique" de
X).
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Type theory Pn est 'ensemble de types qui peuvent étre obtenus a partir
d’une séquence de longueur n :

Pn = {P=(p(1),---,p(m)) :

. n;
i

|Pp| < (n+1)".

Le nombre de types est polynomial en n = le nombre de
séquences avec un type donné doit étre exponentiel



Exemple

o Pour X = {a, b, c}(m = 3), et n = 3, les possibles types

M. J. Rendas sont

Type theory

Pn = {[1OO]a
[2/31/30],
[2/301/3],
[1/31/31/3],
[1/32/30],
[1/302/3],
[010],
[02/31/3],
[01/32/3],
= [001]}



Codage
source
M. J. Rendas

Type theory

T(P) est 'ensemble de séquences qui ont le type P :

T(P)={xe X" : P =P}
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Type theory

Pour X = {a,b,c}(m = 3), et n= 3, la classe du type
p=1[2/301/3] est

T([2/301/3]) = {aac,aca, caa}
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La probabilité d’'une séquence iid dépend uniguement de
son type: si x1,...Xxp ~ Q

Q(X) _ 2—n(H(F’x)+D(Px||Q))

=x € T(Q) = Q(x) =2~ "HQ),
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VP € Pp, xj € X,

e < IT(P) < 2

La taille des classes de chaque type a une dépendance
exponentielle en n.
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Pour X = {a,b,c}(m = 3), et n = 3, nous avons vu que la
taille de la classe du type p = [2/3 0 1/3] est égale a 3.
Pour cette loi,

Type theory

2 1
H(p) = 3 log,(3/2) + 3 log,(3) = 0.9183

et nous pouvons vérifier

0.1055 = %2"*’(’%3 = |T(P)|<2™(P) = .75

(n+1)
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VPGPn,XIEX,XINQ

1

mz—nD(PHQ) < PF{T(P)} < 2—nD(PHQ)

= pour P # Q,Pr{T(P)} — 0



Exemple (cont.)

Codage

poL: Pour X = {a,b,c}(m = 3), et n= 3, soit T(p) la classe du
M. J. Rendas type P = [2/3 0 1/3] S| )(, ~ Q == [1 /31/31/3], alorS

Type theory 2

D(pl|Q) = 3
et nous obtenons la variations suivante pour les bornes
inférieure et supérieur du théoréme du transparent
précédant :



M.J.Rendss  X; € X, X; ~ Q (iid). E C P un ensemble de lois de probabilité.
Alors
Théoreme de Qn(E) = Qn(E N Pn) S (n + 1)m27nD(P Q)
Sanov Ol‘J
P* = arg min D(P||Q)

Si E coincide avec la fermeture de son intérieur, alors

Liog @(E) — ~D(P¥|Q)

Ce théoréme affirme que la probabilité d’'un ensemble E est
dominée par I'entropie relative entre I'élément de E plus proche
(au sens de I'entropie relative) de la vraie distribution des
données.

L e résultat reste valable nour des variables aléatoires continues.
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[llustration du théoréme de Sanov
P

Qn(E) < (n+ 1)m2—nD(P*||Q)
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E c P un ensemble convexe de lois de probabilite, et
Q ¢ E. Soit
P* = argmin D(P||Q)
PecE

Alors, VP € P,
D(P||Q) = D(P||P*) + D(P*||Q)

Ce théoréme est une sorte de ""théoréme de Pythagore
pour I'entropie relative (qui n’est pas une distance!).
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1 2
D(PIIQ) 2 5P - Al

Ce Lemme affirme que convergence en entropie relative
implique convergence dans la norme L.
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E c P un ensemble convexe de lois de probabilité, et
QZE. x;eX,i=1,...,n,x; ~ Q (iid). Soit

P* = arg min D(P||Q)
Alors,
Pr{x; = a|Px € E} — P*(a)

en probabilité quand n — co.

Une version plus forte de ce théoréme affirme que
m

Prixi =ay - Xm=am|Pxc E} - [[ P(a)

i=1

en probabilité, quand n — oco.
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xi€X,i=1,....n x ~ Q(id).

H1 5 Q = P1
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Déterminer A Cc X" tel que

1, xeA
9=\ 2 xea

Tests
d’hypotheses

minimize
ag = Pr{g(x) = 2|H;} = P; (A°)

sous la contrainte

Bg = Pr{g(x) = 1|Ha} = Pa(A) < 5*
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Soit As(T) le sous-ensemble de X"

n . Pi(¥)
An(T):{xeX : P;(X)>T}

et ga,(r) 1a fonction de decision qui lui est associée. Alors,
VA C X",

Qg < Qg ) = Bga = ﬂgAn(T)

Ce théoreme affrirme que le détecteur optimal (de
Neyman-Pearson) est un test du rapport de vraisemblance.
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Lensemble A,(T) qui défini le test topimal peut étre défini
comme

An(T) = {x € X7+ D(Py||Pa) — D(Py||Py) > %Iog T}

Cette expression montre que le test optimal peut étre
identifié avec une région de décision dans I'espace des
types.
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xie X,i=1,...,n, x; ~ Q (iid). Admettons que dans le test
de H; vs Ho, D(P1||P2) < 0. Soit A, C X", et pour
e €]0,0.5] soit

Alors 1
lim lim —log 35 = —D(P4||Ps)

e—0nN—oo N

Ce théoréme nous donne le meilleur taux de diminution de
I'erreur () quand l'autre erreur («) tend lentement vers zéro.
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La borne de Chernoff caractérise le comportement des test

Bayésiens.
Toete xie X,i=1,...,n, x; ~ Q (iid). Admettons que dans le test
d'hypotheses de Hy vs Ho, D(P1 HPQ) < OO), et P(H1) = 71, P(H2) = To.
Soit

1
D* = lim min ——Iog Pe
n—oo ACXn

ou P est la probalité d’erreur.
Alors, le meuilleur taux de diminution de 'erreur est

D* = D(Px«||P1) = D(Px+||P2)
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|
Dans le théoréme précédent

xXeX

_ PMX)P(x)
A= Sacx PN@PY @)’

et \* est déterminé par (information de Chernoff)

D(Px+||P1) = D(Px+||P2)
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