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Informatique et modØlisation

En guise d’introduction

RØsultatDonnØes
1197953 ; 244

CALCUL � ALGORITHME
Calculus : petite pierre
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Informatique et modØlisation

Le calcul mental et l’humain

c 2007, La DØpŒche (Don Emmert AFP)

� Prenons Alexis Lemaire par exemple :

�

�

B
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� Prenons Alexis Lemaire par exemple :

� 3215� 4122 ?
RØponse : 13252230 (8 secondes !)

� 13
?

11386011969831383176327411336208679093880962698097 ?
RØponse : 5937 (5 secondes !)

B Recordman du monde du meilleur temps pour calculer mentalement la racine
treiziŁme d’un nombre à 200 chiffres 70;2 secondes

Ñ Pas mal, non ?

� Nous sommes Øgalement trŁs forts en dehors du calcul mental...

mais il existe des frontiŁres infranchissables !
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Informatique et modØlisation

Informatique : science ou technologie ?

� Question au centre d’un grand dØbat à l’École polytechnique au dØbut des annØes
1990

� Conclusion : c’est une science, la science de l’information et du calcul
� Raison : discipline avec ses propres questions et ses propres mØthodes

� D�e�m�a�n�d�e�r� �à� �u�n� �ch�e�r�ch�e�u�r� �e�n� �i�n�f�o�r�m�a�t�i�q��u�e �d�e �r�Ø
p�a�r�e�r� �u�n� �o�r�d�i�n�a�t�e�u�r�

�r�e�v�i�e�n�t �à� �d�e�m�a�n�d�e�r� �à� �u�n� �ch�e�r�ch�e�u�r� �e�n� �m�Ø�c�a�n�i�q��u�e �d�e
s �f�l�u�i�d�e
s �d�e �r�Ø
p�a�r�e�r�

�d�e
s �t�o�i�l�e�t�t�e
s �q��u�a�n�d� �c�e�l�l�e
s-�c�i� 	s��o�n�t �b�o�u�ch�Ø�e
s.

� De cette science, des technologies sont nØes, parmi lesquelles l’ordinateur, avec
tout le lot d’ingØnierie nØcessaire pour lier science et technologie (diffØrence
entre « computer science » de « computer engineering » en anglais)
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Informatique et modØlisation

Pilier no1 : la calculabilitØ
RØsultat (Turing, 1936)
Tout ne peut pas Œtre calculØ.

MACHINE DE TURING

FONCTION

ðæ

ALGORITHME

øæ
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Informatique et modØlisation

Pilier no1 : la calculabilitØ
Le problŁme de l’arrŒt

H : existe-t-il un algorithme qui, Øtant donnØ n’importe quel algorithme en paramŁtre,
dØcide si ce dernier s’arrŒte ?

DØmonstration
Par l’absurde.

Supposons qu’un tel algorithme, notØAH , existe et est tel que :

@A; AHpAq �

#
1 siA s’arrŒte,
0 sinon.

PuisqueAH existe, on peut construireAH tel que :

@A; AHpAq �

#
boucle8 si AHpAq � 1,
s’arrŒte et renvoie 1 sinon.

Or, par dØ�nition, l’exØcution deAHpAHqs’arrŒte siAH ne s’arrŒte pas et ne s’arrŒte pas siAH

s’arrŒte, ce qui est une contradiction.AH n’existe pas, ce qui implique deAH n’existe pas.
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Informatique et modØlisation

Pilier no2 : la complexitØ
Fait
Un mŒme problŁme admet des solutions plus ou moins « bonnes ».
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� IdØe :
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� Combien d’opØrations ØlØmentaires ? ComplexitØ en temps
� Combien de mØmoire ? ComplexitØ en espace
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Pilier no2 : la complexitØ
Fait
Un mŒme problŁme admet des solutions plus ou moins « bonnes ».

� IdØe :

 
?

� Combien d’opØrations ØlØmentaires ? ComplexitØ en temps
� Combien de mØmoire ? ComplexitØ en espace

� Exemple : Un algorithme inutilisable pour toujours, letri par calcul des
permutations

#Elts #� Temps (3GHz)
10 3 628 800 � 1; 2� s
20 2; 43 � 1018 � 26 ans
30 2; 65 � 1032 � 3 � 1015 ans
100 9; 33 � 10157 � 10141 ans
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Informatique et modØlisation

L’homme est-il à l’origine du calcul ?

� Constat : l’homme a mis en place
� une thØorie
� des modŁles et mØthodes
� des technologies

du calcul.

� Comment ? En rØ�Øchissant, en discutant...

� ... Mais encore ?

Le calcul de l’homme, tout comme l’homme en fait,
est un rØsultat d’uncalcul naturel.
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Informatique et modØlisation

Qu’est-ce qu’un modŁle ?

MOD¨LE , n.m., XVIe siŁcle,modelle

1. �uvre ou objet que l’on imite, que l’on reproduit ; [...]

2. ˚tre, chose dont on reproduit l’image, la forme, l’attitude par la peinture, la
sculpture, la photographie. [...]

3. Personne qu’on prend pour exemple dans sa conduite, son action (notamment en
parlant des �uvres de l’esprit, des actions morales). [...]

4. ReprØsentation physique, graphique ou, plus gØnØralement, mathØmatique qui
formalise les relations unissant les diffØrents ØlØments d’un systŁme, d’un
processus, d’une structure, en vue de faciliter la comprØhension de certains
mØcanismes ou de permettre la validation d’une hypothŁse. [...]

Dictionnaire de l’AcadØmie française
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Informatique et modØlisation

Autrement dit...

DØ�nition
Un modŁle est une reprØsentation mathØmatique approximative d’un systŁme rØel.

� Quelques exemples de systŁmes largement ØtudiØs :
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Autrement dit...

DØ�nition
Un modŁle est une reprØsentation mathØmatique approximative d’un systŁme rØel.

� Quelques exemples de systŁmes largement ØtudiØs :
� Les systŁmes physiques :

: : :

: : :

: : :

: : :

: : :

: : :
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Informatique et modØlisation

Autrement dit...

DØ�nition
Un modŁle est une reprØsentation mathØmatique approximative d’un systŁme rØel.

� Quelques exemples de systŁmes largement ØtudiØs :
� Les systŁmes sociaux :
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Informatique et modØlisation

Autrement dit...

DØ�nition
Un modŁle est une reprØsentation mathØmatique approximative d’un systŁme rØel.

� Quelques exemples de systŁmes largement ØtudiØs :
� Les systŁmes biologiques :

RGA

EMF1

AP1

AG

LUG

CAL

LFY

TFL1

SUP

BFU
AP3

PI

UFO
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Informatique et modØlisation

ModŁles : le contre et le pour

� LE CONTRE : modØlisation� approximation� rØduction
B ReprØsentation in�dŁle de la rØalitØ

� LE POUR : modØlisation� approximation� rØduction
B Ce n’est pas grave, c’est mŒme trŁs bien !
B Nous n’avons pas le choix à cause de lacomplexitØ

� P�o�u�r� 	s��e �r�e
p�Ø�r�e�r� �d�a�n	s �u�n�e �v�i�l�l�e, �i�l �e
s��t �i�n�u�t�i�l�e �d�’�e�n� �a�v�o�i�r� �u�n�e

�c�a�r�t�e �à� �l��Ø�ch�e�l�l�e 1/1
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Informatique et modØlisation

Les rØseaux d’interactions et la complexitØ

c 2008, PNAS (Georgescu et al.)
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Informatique et modØlisation

ModØlisation des rØseaux biologiques

� Approches distinctes mais complØmentaires

� Prendre un problŁme biologique spØci�que et le
traiter
ÝÑ Approches par simulations et
expØrimentations numØriques

� ModØlisation ad hoc
� Potentiellement de nombreux paramŁtres
� DØpendance vis à vis de la taille du problŁme
� Niveau d’abstraction adaptØ

� Adopter un point de vue plus gØnØral
ÝÑ Approches thØoriques

� Analyser les fondamentaux
� Peu de paramŁtres
� IndØpendance vis à vis de la taille du

problŁme
� Un niveau d’abstraction (trŁs) ØlevØ

c 2006, PLoS (Wellmer et al.)

ThØorŁme (Robert, 1986)

SoitR un rØseau de rØgulation,G � p V; Eq son graphe
d’interaction, etS � p X; T; ' q le systŁme
dynamique discret de relation' associØ àR . Alors :

Pas de cycle dansG æ @ xPX; lim
tÑ8

' px; tq� yPX.

S.SenØ Calcul naturel et sciences de la vie 14/92



Informatique et modØlisation

ModØlisation des rØseaux biologiques

� Approches distinctes mais complØmentaires
� Prendre un problŁme biologique spØci�que et le traiter

ÝÑ Approches par simulations et expØrimentations numØriques
� Adopter un point de vue plus gØnØral

ÝÑ Approches thØoriques

� Une multitude de mØthodes venant des informaticiens
� RØseaux de Petri (Gilbert, Heiner et al., 2007)
� Logique temporelle (Bernot, Comet et al., 2004)
� Programmation logique (Trilling et al., 2004 ; Siegel et al., 2013)
� Programmation par contraintes (Bockmayr & Courtois, 2002)
� � -calcul (Phillips & Cardelli, 2007)
� � -calcul (Feret, Danos et al., 2009)
� . . .

S.SenØ Calcul naturel et sciences de la vie 14/92
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ModØlisation des rØseaux biologiques

� Approches distinctes mais complØmentaires
� Prendre un problŁme biologique spØci�que et le traiter

ÝÑ Approches par simulations et expØrimentations numØriques
� Adopter un point de vue plus gØnØral

ÝÑ Approches thØoriques

� Une multitude de mØthodes venant des informaticiens
� RØseaux de Petri (Gilbert, Heiner et al., 2007)
� Logique temporelle (Bernot, Comet et al., 2004)
� Programmation logique (Trilling et al., 2004 ; Siegel et al., 2013)
� Programmation par contraintes (Bockmayr & Courtois, 2002)
� � -calcul (Phillips & Cardelli, 2007)
� � -calcul (Feret, Danos et al., 2009)
� . . .

B Pourquoi tant de mØthodes ?
� Pour rØsoudre des problŁmes biologiques particuliers ? Oui, en partie
� Pour comprendre les principes intrinsŁques de la rØgulation ? Évidemment pas
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Informatique et modØlisation

Aller plus loin vers la thØorie
� Faits :

1 Études sur les rØseaux biologiques essentiellement dirigØes vers et pour les
applications

2 Les applications requiŁrent des fondamentaux
3 Les Øtudes thØoriques ont ØtØ repoussØes depuis des annØes

� Digression (à peine) � une citation intØressante :
� P�o�u�r�q��u�o�i� �l�a� 	p�h�y
s��i�q��u�e �e
s��t-�e�l�l�e �e�n� 	s��i� 	p�a�r�f�a�i�t�e �r�Ø
s��o�n�a�n�c�e �a�v�e�c �l�e
s �m�a�th�Ø�m�a�t�i�q��u�e
s,

�e�t 	p�a	s [. . . ] �l�a� �b�i�o�l�o�g�i�e? J�e �n�’�a�i� �t�o�u	j�o�u�r	s 	p�a	s �t�r�o�u�v�Ø �l�a� �r�Ø
p�o�n	s��e. �
(Schützenberger, 1988)

� Besoin de nous recentrer sur les aspects thØoriques
� Pas n’importe comment !
� RØgulations� interactions
� Diverses garanties pour le modŁle :

� Simple de dØ�nition (autant que faire se peut)
� Niveau d’abstraction ØlevØ (autant que faire se peut)
� CapacitØ de capturer pertinemment les complexitØs essentielles
� Un modŁle Turing-complet (au moins thØoriquement)
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Informatique et modØlisation

Un retour aux fondamentaux

� F�r�o�m� �th�e �l�a�t�e 1980s �o�n�w�a�r�d�, �th�e �t�e�r�m� ‘‘�b�i�o�i�n�f�o�r�m�a�t�i�c
s’’ �m�o�s��t�l�y �h�a	s �b�e�e�n�

�u	s��e�d� �t�o �r�e�f�e�r� �t�o �c�o�m	p�u�t�a�t�i�o�n�a�l �m�e�th�o�d	s �f�o�r� �c�o�m	p�a�r�a�t�i�v�e �a�n�a�l�y
s��i	s �o�f �g�e�n�o�m�e

�d�a�t�a�. H�o�w�e�v�e�r�, �th�e �t�e�r�m� �w�a	s �o�r�i�g�i�n�a�l�l�y �m�o�r�e �w�i�d�e�l�y �d�e�f�i�n�e�d� �a	s �th�e 	s��t�u�d�y �o�f

�i�n�f�o�r�m�a�t�i�c 	p�r�o�c�e
s�	s��e
s �i�n� �b�i�o�t�i�c 	s��y
s��t�e�m	s. � (Hogeweg, 2011)
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s��i	s �o�f �g�e�n�o�m�e

�d�a�t�a�. H�o�w�e�v�e�r�, �th�e �t�e�r�m� �w�a	s �o�r�i�g�i�n�a�l�l�y �m�o�r�e �w�i�d�e�l�y �d�e�f�i�n�e�d� �a	s �th�e 	s��t�u�d�y �o�f

�i�n�f�o�r�m�a�t�i�c 	p�r�o�c�e
s�	s��e
s �i�n� �b�i�o�t�i�c 	s��y
s��t�e�m	s. � (Hogeweg, 2011)

Ñ ModØlisation de rØseaux biologiques�
� Dans quelle mesure les systŁmes biologiques peuvent-ils Œtre considØrØs comme

des systŁmes de calcul ?
� Dans quel sens l’informatique fondamentale et les mathØmatiques discrŁtes

peuvent-elles contribuer à la biologie, au delà des expØrimentations numØriques ?
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Informatique et modØlisation

Biologie et informatique : une trŁs vieille histoire

� Biologie_ Informatique :
� McCulloch & Pitts, 1943 :A logical calculus of the ideas immanent in nervous

activity
� von Neumann, 1966 :Theory of self-reproducing automata
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Informatique et modØlisation

Biologie et informatique : une trŁs vieille histoire

� Biologie_ Informatique :
� McCulloch & Pitts, 1943 :A logical calculus of the ideas immanent in nervous

activity
� von Neumann, 1966 :Theory of self-reproducing automata

� Informatique_ Biologie :
� Kauffman, 1969 :Metabolic stability and epigenesis in randomly constructed

genetic nets
� Thomas, 1973 :Boolean formalization of genetic control circuits
� Robert, 1969 :Blocs-H-matrices et convergence des mØthodes itØratives classiques

par blocs
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RØseaux d’automates (boolØens)

Le chant des oiseaux
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RØseaux d’automates (boolØens)

Automates et con�gurations

Les automates

V � t 0; : : : ; n � 1u : un ensemble den automates
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RØseaux d’automates (boolØens)

Automates et con�gurations

0 1

23

Les automates

V � t 0; : : : ; n � 1u : un ensemble den automates

S.SenØ Calcul naturel et sciences de la vie 20/92



RØseaux d’automates (boolØens)

Automates et con�gurations

0 1

23

x0 �

x2 �

� actif

� inactif

1

0

Leur Øtat (boolØen)

@i PV; xi PB � t 0; 1u
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RØseaux d’automates (boolØens)

Automates et con�gurations
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RØseaux d’automates (boolØens)

Interactions entre les automates

1

23

0f0pxq �  x0 _ x1 ^ x2 f1pxq � x0 ^ p x1 _ x2q

f3pxq � x0 _  x1 f2pxq �  x3

L’architectureG � p V; Aqdu rØseau � le graphe d’interaction

A � V � V
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RØseaux d’automates (boolØens)

Interactions entre les automates

1

23

0 f1pxq � x0 ^ p x1 _ x2q

f3pxq � x0 _  x1 f2pxq �  x3

f0pxq �  x0 _ x1 ^ x3

Les fonctions locales de transition

@i PV; fi : Bn Ñ B
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RØseaux d’automates (boolØens)

RØseau d’automates

1

23

0 f1pxq � x0 ^ p x1 _ x2q

f3pxq � x0 _  x1 f2pxq �  x3

f0pxq �  x0 _ x1 ^ x3

Le rØseauR � t fi | i PVu

dØ�ni comme l’ensemble desn fonctions locales de transition
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RØseaux d’automates (boolØens)

Mises à jour des automates

f3pxq � x0 _  x1

f1pxq � x0 ^ p x1 _ x2q

f2pxq �  x3

0101

0 1

23

f0pxq �  x0 _ x1 ^ x3
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RØseaux d’automates (boolØens)

Mises à jour des automates

f3pxq � x0 _  x1

f1pxq � x0 ^ p x1 _ x2q

f2pxq �  x3

0101

0 1

23

t 2u

f0pxq �  x0 _ x1 ^ x3

� 0
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RØseaux d’automates (boolØens)

Mises à jour des automates

f3pxq � x0 _  x1

f1pxq � x0 ^ p x1 _ x2q

f2pxq �  x3

0101

0 1

23

0000 0100 1000 1001 1100 1101

t 2u

t 0u

0001

t 3u
t 1u

Transitions
asynchrones

f0pxq �  x0 _ x1 ^ x3
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RØseaux d’automates (boolØens)

Mises à jour des automates

f3pxq � x0 _  x1

f1pxq � x0 ^ p x1 _ x2q

f2pxq �  x3

0101

0 1

23

0000 0100 1000 1001 1100 1101

t 2u

t 0u

0001

t 3u
t 1u t0; 1u

t 0; 1u

f0pxq �  x0 _ x1 ^ x3

1 � � 0
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RØseaux d’automates (boolØens)

Mises à jour des automates

f3pxq � x0 _  x1

f1pxq � x0 ^ p x1 _ x2q

f2pxq �  x3

0101

0 1

23

0000 0100 1000 1001 1100 1101

t 2u

t 0u

0001

t 3u
t 1u

t 1; 3u
t 1; 2; 3u

t 1; 2u
t 2; 3u t 0; 1; 3u

t 0; 2u

t 0; 1; 2; 3u

t 0; 1u
t 0; 1; 2u

t 0; 3u
t 0; 2; 3u

synchrones
Transitions

f0pxq �  x0 _ x1 ^ x3
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RØseaux d’automates (boolØens)

Comportement d’un rØseau d’automates
Modes de mise à jour

Le mode de mise à jour dØ�nit le comportement du rØseau

Le comportement du rØseau est dØcrit par un graphe de transition

G � p Bn; Bn � Bnq

� Modes de mise à jour � organisation des mises à jour dans le temps
� ProblŁme : une in�nitØ de possibles
� Quelques grands classiques

� des modes non-dØterministes : l’asynchrone (R. Thomas), l’ØlØmentaire...
� des modes dØterministes : les blocs-sØquentiels (F. Robert) et bien d’autres...
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RØseaux d’automates (boolØens)

Crise dans lesFeux de l’amour

� 3 acteurs :
� Alyson (A) : copine de Bobby
� Bobby (B) : copain d’Alyson et �ls de Charlize
� Charlize (C) : mŁre de Bobby

� Des relations tout à fait classiques :
� Alyson aime Bobby
� Bobby aime Alyson et sa chŁre maman (diffØremment certes mais quand mŒme)
� Charlize aime son �ls mais n’apprØcie pas Alyson
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RØseaux d’automates (boolØens)

Crise dans lesFeux de l’amour

� 3 acteurs :
� Alyson (A) : copine de Bobby
� Bobby (B) : copain d’Alyson et �ls de Charlize
� Charlize (C) : mŁre de Bobby

� Des relations tout à fait classiques :
� Alyson aime Bobby
� Bobby aime Alyson et sa chŁre maman (diffØremment certes mais quand mŒme)
� Charlize aime son �ls mais n’apprØcie pas Alyson

� Comment pouvons-nous formaliser ces relations ?
� A est heureuse quandB l’est lui-mŒme
� B est heureux quandA et C le sont elles-mŒmes
� C est heureuse quandB l’est ou quandA ne l’est pas
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RØseaux d’automates (boolØens)

ModØlisation de ladite crise

� Un rØseau d’automates boolØens dØ�ni comme :

fApxq � xB fBpxq � xA ^ xC fCpxq �  xA _ xB

� Sa reprØsentation :

�

A B

C

and

or

id
�

�

�
�

S.SenØ Calcul naturel et sciences de la vie 26/92



RØseaux d’automates (boolØens)

La « vØritØ » de la crise

�

A B

C

and

or

id
�

�

�
�

xA xB xC fApxq fBpxq fCpxq
0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1
0 1 0 1 0 1
0 1 1 1 0 1
1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1
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RØseaux d’automates (boolØens)

Dynamique de la crise
Mode de mise à jour asynchrone

001

G�

(Thomas, 1973 ; Thomas, 1991)

110

000

010 111

101100

011

t Cu

t Bu

t Cu

t Bu

t Au

t Bu tBu

t Au

t Cu

t Cu
t AutCu

t Au tAu

t Au;t Bu tBu;t CutAu;t Bu;t Cu

t Au;t Bu;t Cu
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RØseaux d’automates (boolØens)

Dynamique de la crise
Mode de mise à jour ØlØmentaire

110

000 001

010 111

101100

011

t Cu

t Bu

t Cu

t Bu

t Au

t Bu tBu

t Au

t Cu

t Cu
t AutCu

t Au tAu

t Au;t Bu tBu;t CutAu;t Bu;t Cu

t Au;t Bu;t Cu

t A;Bu

t A;B;CutB
;C

u

t A;Cu

G"
|010

(Noual, Regnault, S., 2013)
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RØseaux d’automates (boolØens)

Dynamique de la crise
Modes de mise à jour blocs-sØquentiels

DØ�nition
Soit ! � p P1; : : : ; Pkqune partition ordonnØe deV. La dynamique du rØseauf sous le
mode de mise à jour! est celle dØ�nie par les itØrations successives de :

f! � fPk � � � � � fP1,

telles que,@̀ PN� ; f `
! pxqi � fipxqsi i PP` mod k et f `

! pxqi � xi sinon.

Remarque

Le mode de mise à jour parallŁle est dØ�ni par la partition ordonnØe� � p Vq.

Remarque
Lesn! modes de mise à jour sØquentiels sont dØ�nis par toutes les partitions
ordonnØes de dimension|V| � n.

S.SenØ Calcul naturel et sciences de la vie 28/92



RØseaux d’automates (boolØens)

Dynamique de la crise
Mode de mise à jour parallŁle�

G�

110

000 001

010 111

101100

011

(Robert, 1969 ; Robert, 1986)
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RØseaux d’automates (boolØens)

Dynamique de la crise
Mode de mise à jour bloc-sØquentiel� 1 � pt A; Bu; t Cuq

111110

000 001

010

101100

011

(Robert, 1969 ; Robert, 1986)

G� 1
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RØseaux d’automates (boolØens)

Dynamique de la crise
Mode de mise à jour bloc-sØquentiel� 2 � pt B; Cu; t Auq

G� 2

110

000 001

010 111

101100

011

(Robert, 1969 ; Robert, 1986)
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RØseaux d’automates (boolØens)

Dynamique de la crise
Mode de mise à jour sØquentiel� � pt Au; t Bu; t Cuq

G�

110

000 001

010 111

101100

011

(Robert, 1969 ; Robert, 1986)
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RØseaux d’automates (boolØens)

Trajectoires et attracteurs
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RØseaux d’automates (boolØens)

Trajectoires et attracteurs
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RØseaux d’automates (boolØens)

Trajectoires et attracteurs

01010

00111 10101 00001

10110

10111
01011

01001

10000

10010

01111

00100 10011

01101

11110

01110

11000

00110

11010

10100

00010

01000

11100

11111

11000

0110100011

11011

10001
01111

00000

11101

0110000101

11001

11010

Attracteurs

Attracteurs en biologie

ReprØsentants des
fonctions physiologiques,

�

types cellulaires. . .
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Un premier exemple issu de la biologie

Plan

1 Informatique et modØlisation

2 RØseaux d’automates (boolØens)

3 Un premier exemple issu de la biologie

4 Lois fondatrices

5 À propos des cycles ?

6 À propos du temps ?

7 Un second exemple issu de la biologie

8 Conclusions et perspectives
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Un premier exemple issu de la biologie

BactØriophage�
ModŁle « à la Thomas »

S.SenØ Calcul naturel et sciences de la vie 31/92



Un premier exemple issu de la biologie

BactØriophage�
ModŁle « à la Thomas »

S.SenØ Calcul naturel et sciences de la vie 31/92



Un premier exemple issu de la biologie

BactØriophage�
ModŁle « à la Thomas »

S.SenØ Calcul naturel et sciences de la vie 31/92



Un premier exemple issu de la biologie

BactØriophage� (2)
ModŁle boolØen etreverse engineering
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Un premier exemple issu de la biologie

BactØriophage� (2)
ModŁle boolØen etreverse engineering

t crou00 01

1110

t cIu tcIu

t cI;crou
t crou

t cI;crou

cI cro fcI fcro

0 0 1 1
0 1 0 1
1 0 1 0
1 1 0 0
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Un premier exemple issu de la biologie

BactØriophage� (2)
ModŁle boolØen etreverse engineering

t crou00 01

1110

t cIu tcIu

t cI;crou
t crou

t cI;crou

cI cro fcI fcro

0 0 1 1
0 1 0 1
1 0 1 0
1 1 0 0

f �

#
fcIpxq �  xcro

fcropxq �  xcI
cI cro

�

�
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Lois fondatrices

Plan
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5 À propos des cycles ?

6 À propos du temps ?

7 Un second exemple issu de la biologie

8 Conclusions et perspectives

S.SenØ Calcul naturel et sciences de la vie 33/92



Lois fondatrices

Une loi calculatoire
ThØorŁme (McCulloch & Pitts, 1943)
Le modŁle des rØseaux de neurones formels est Turing-complet.

IdØe d’une preuve ØlØgante mŒlant les modŁles
Ñ Montrer que toute machine de Turing peut Œtre simulØe par un automate cellulaire
(Smith, 1971)
Ñ Montrer que tout automate cellulaire peut Œtre simulØ par un rØseau d’automates
boolØens à seuil (Goles & Martínez, 1990)
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Lois fondatrices

Machines de Turing � dØ�nition
(Turing, 1936)

DØ�nition
Une machine de TuringT est un tripletpQ; � ; � qoø :

� Q est un ensemble �ni d’Øtats composØ, entre autres, d’un Øtat particulierq0,
l’Øtat initial.

� � est l’alphabet, à savoir l’ensemble �ni de symboles pouvant Œtre Øcrits sur le
ruban composØ, entre autres, d’un symbole « blanc » notØ7.

� � : Q � � Ñ Q � � � t� 1; 0; 1uest la fonction de transition, qui, à chaque
couplepq; sqassocie un vecteur� pq; sq � p q1; s1; `qoøq1 est le nouvel Øtat,s1 est
le symbole remplaçants et ` est la direction prise par la tŒte de lecture :� 1 pour
gauche, 1 pour droite et 0 pour rester sur place.
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Lois fondatrices

Machines de Turing � fonctionnement

� Au dØpart, il y a un mots0 de symboles de� zt7usur le ruban deT et t7upartout
ailleurs.

� La tŒte deT pointe surq0 et sur le symbole le plus à gauche des0 sur le ruban de
coordonnØec0.

� Supposons ques0 soit de longueurp.
� Soients0

c0
; : : : ; s0

c0� p� 1 les symboles des0. Donc,@i � c0; : : : ; s0
c0� p� 1; si � 7 .

� Si � pq0; s0
c0

q � p q1; s1
c0

; `q, le nouvel Øtat de la machine estq1, s1
c0

remplaces0
c0

sur
le ruban et la position de la tŒte devientc0 � ` .

� À chaque pas de temps, la con�guration est dØterminØe par :
� l’Øtat interneq P Q,
� la coordonnØec P Z de la tŒte sur le ruban,
� le mots � p si | i P Zq P� Z composØ d’un nombre �ni de symboles diffØrents de7.
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Lois fondatrices

Machines de Turing � Øvolution et terminaison
� Évolution : action sur un ensemble de con�gurationsC � Q � Z � � Z .
� SoitF : C Ñ Cune Øvolution deT .
� En appliquantF à pq; c; psi | i PZqq PQ � Z � � Z , on obtient :

Fpq; c; psi | i PZqq � pq1; c1; ps1
i | i PZqq

oø � pq; scq � p q1; s1
c; c1 � cqet i � c øæ s1

i � si ,

oøc1 P tc � 1; c; c � 1u.

� Soitpq0; c0; ps0
i | i PZqqla con�guration initiale deT .

� Au tempst ¥ 0, T a ØvoluØ et est devenueFtpq0; c0; ps0
i | i PZqq.

� Supposons qu’il existe� telle que l’Øvolution a convergØ :

F� � 1pq0; c0; ps0
i | i PZqq � F� pq0; c0; ps0

i | i PZqq.
� Soitprq; rc; prs0

i | i PZqqcette con�guration.
Le rØsultat du calcul est le motsp1; : : : ; sp2, oøp1 ⁄ p2 sont tels que

@i   p1 et@i ¡ p2; si � 7 .
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Lois fondatrices

Automates cellulaires et machines de Turing
(Smith, 1971)

ThØorŁme
Toute machine de TuringT � p QT ; � ; � qpeut Œtre simulØe par un automate cellulaire
A � p Z; V0 � p� 1; 0; 1q; QA ; FA q.

IdØe gØnØrale

A est capable de simulerT si :
� l’alphabet deA est� � p Q Y t�uq : l’Øtat d’une cellule estp�; qqoø � est le contenu du

ruban etq indique la prØsence ou l’absence de la tŒte deT et l’Øtat deT le cas ØchØant.
� son voisinage estt� 1; 0; 1u;
� A reproduit les mouvements de la tŒte deT et les changements d’Øtats avecq, ainsi que

les modi�cations de ruban avec� .

T A

� � � � � � �

qi

qi
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Lois fondatrices

Automates cellulaires et machines de Turing
(Smith, 1971)

ThØorŁme
Toute machine de TuringT � p QT ; � ; � qpeut Œtre simulØe par un automate cellulaire
A � p Z; V0 � p� 1; 0; 1q; QA ; FA q.

DØmonstration
L’idØe de cette preuve est de trouver une fonction� telle que� � FT � FA � � , oø les itØrØes
des fonctionsF correspondent respectivement aux Øvolutions deT etA .

PrenonsQA � pp QT Y t�uq � � qoø � R QT .

L’ensemble des con�gurations deA est alors dØ�ni par :
XA � QZ

A ; �n � t x P QZ
A | supppxqest �niu.

L’ensemble des con�gurations deT est lui :CT � QT � Z � � Z
�n .

ConsidØrons à prØsent la fonction injective� telle que :
� : CT Ñ XA et � pq; c; psi | i P Zqq � pxk | k P Zq,

oøxc � p q; scqet@i � c; xi � p� ; siq.
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Lois fondatrices

Automates cellulaires et machines de Turing
(Smith, 1971)

ThØorŁme
Toute machine de TuringT � p QT ; � ; � qpeut Œtre simulØe par un automate cellulaire
A � p Z; V0 � p� 1; 0; 1q; QA ; FA q.

DØmonstration (suite)

SurA , on prend la functionFA : Q3
A Ñ QA telle que :

� FA ppq; sq; p� ; bq; p� ; cqq �

#
pq1; bq si � pq; sq � p q1; s1; 1qpours1 P � ,
p� ; bq sinon.

� FA pp�; aq; pq; sq; p� ; cqq �

$
’&

’%

pq1; s1q si � pq; sq � p q1; s1; 0q,
p� ; s1q si � pq; sq � p q1; s1; `qpour` P t� 1; 1u

etq1 P QT .

� FA pp�; aq; p� ; bq; pq; sqq �

#
pq1; bq si � pq; sq � p q1; s1; � 1qpours1 P � ,
p� ; bq sinon.

Pour toute autre con�gurationpa; b; cq PQ3
A , on prendf pa; b; cq � b.

Il est à prØsent direct de montrer que� � FT � FA � � .
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Lois fondatrices

Automates cellulaires et machines de Turing
(Smith, 1971)

ThØorŁme
Toute machine de TuringT � p QT ; � ; � qpeut Œtre simulØe par un automate cellulaire
A � p Z; V0 � p� 1; 0; 1q; QA ; FA q.

Corollaire
Il existe des automates cellulaires universels.

DØmonstration
D’aprŁs le thØorŁme, cette propriØtØ est vraie puisqu’il existe des machines de Turing
universelles.
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Lois fondatrices

Une loi calculatoire
ThØorŁme (McCulloch & Pitts, 1943)
Le modŁle des rØseaux de neurones formels est Turing-complet.

IdØe d’une preuve ØlØgante
Ñ Montrer que toute machine de Turing peut Œtre simulØe par un automate cellulaire
(Smith, 1971)
Ñ Montrer que tout automate cellulaire peut Œtre simulØ par un rØseau d’automates
boolØens à seuil (Goles & Martínez, 1990)

Et alors ?
Ñ Apparemment : trŁs simple de dØ�nition
Ñ CapacitØ de calculer presque tout et donc d’engendrer de la complexitØ

et, quelques autres qualitØs. . .
Ñ Capture facilement le langage propositionnel
Ñ AdaptØ pour se focaliser sur les interactions elles-mŒmes plutôt que sur leurs
consØquences

Le modŁle idØal
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Lois fondatrices

Motifs essentiels : les cycles
� Qu’est-ce qu’un cycle ?

C
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Lois fondatrices

Motifs essentiels : les cycles
� Qu’est-ce qu’un cycle ? Simplement un cycle en termes de thØorie des graphes

� 2 types de cycles, les positifs et les nØgatifs
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Lois fondatrices

Motifs essentiels : les cycles
� Qu’est-ce qu’un cycle ? Simplement un cycle en termes de thØorie des graphes

� 2 types de cycles, les positifs et les nØgatifs
� C � : un nombre pair d’arcs nØgatifs
� C � : un nombre impair d’arcs nØgatifs

� Cycles positifs et nØgatifs canoniques
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Lois fondatrices

Loi des points �xes
ThØorŁme (Robert, 1986 ; Goles, Martinez, 1990)
SoitF : E Ñ E avecE �ni la fonction d’un rØseau d’automates deV. SoitF� : E Ñ E
la fonction associØe à l’itØration bloc-sØquentielle deF dØ�nie par la partition
ordonnØe� � p P1; : : : ; PkqdeV. F etF� admettent le mŒme ensemble
(Øventuellement vide) de points �xes.

DØmonstration.
Le rØsultat se dØduit directement de la construction deF� à partir de F. En effet, en
usant d’un abus de notation, on a :

F� pxq �

$
’’’&

’’’%

yP1pxq � fP1pxP1; xP2; : : : ; xPk� 1; xPkq
yP2pxq � fP2pyP1; xP2; : : : ; xPk� 1; xPkq

...
...

yPkpxq � fPkpyP1; yP2; : : : ; yPk� 1; xPkq

,

ce qui montre que l’opØrateurF� est entiŁrement dØ�ni avecF. DoncF� etF
admettent les mŒmes points �xes.
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Lois fondatrices

Loi des points �xes
ThØorŁme (folklore)
SoitF : E Ñ E avecE �ni la fonction d’un rØseau d’automates deV. Si F admet
PFpFqcomme ensemble de points �xes, alors PFpFqest inclus dans l’ensemble des
points �xes de n’importe quelle fonctionG : E Ñ E correspondant à une itØration
(quelconque) deF.

ATTENTION
La rØciproque n’est pas vraie (exemple du cycle positif canonique de taille 3, à

itØrer avec� � pt 0; 1; 2uq, � � � pt 1; 2u; t 0; 2u; t 0; 1uq)

000 t 1;2uÑ 000 t 0;2uÑ 000 t 0;1uÑ 000 ý �
001 t 1;2uÑ 000 t 0;2uÑ 000 t 0;1uÑ 000 ý �
010 t 1;2uÑ 001 t 0;2uÑ 100 t 0;1uÑ 010 ý �
011 t 1;2uÑ 001 t 0;2uÑ 100 t 0;1uÑ 010 t 1;2uÑ 001 t 0;2uÑ 100 t 0;1uÑ 010 ý �
100 t 1;2uÑ 110 t 0;2uÑ 011 t 0;1uÑ 101 t 1;2uÑ 110 t 0;2uÑ 011 t 0;1uÑ 101 ý �
101 t 1;2uÑ 110 t 0;2uÑ 011 t 0;1uÑ 101 ý �
110 t 1;2uÑ 111 t 0;2uÑ 111 t 0;1uÑ 111 t 1;2uÑ 111 t 0;2uÑ 111 t 0;1uÑ 111 ý �
111 t 1;2uÑ 111 t 0;2uÑ 111 t 0;1uÑ 111 ý �

101

010

001 011

100 110

111

000
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Lois fondatrices

Une premiŁre loi architecture/structure
ThØorŁme (Robert, 1986)
SoitR un rØseau d’automates,G � p V; Eqson graphe d’interaction, etS � p X; T; ' q
le systŁme dynamique discret de relation' associØ àR .

Pas de cycle dansGæ DyPX; @xPX; lim
t Ñ8

' px; tq� yPX.

IdØe de la preuve
Ñ Remarquer que@i PV; � �

i � 0; fipxq � t 0; 1u
Ñ Prendre un DAG et raisonner par induction sur les profondeurs de ses sommets

Exemple t � 1 t

0

1
2

3

4

5
6

7

�

�

�

�

�

�

�

�

�

$
’’’’’’’’’’’’’&

’’’’’’’’’’’’’%

f0pxq � 1
f1pxq �  x2

f2pxq � x0 ^  x4

f3pxq � x2 _ p x6 ^ x7q
f4pxq � 0
f5pxq � x2 ^ x7

f6pxq � 1
f7pxq �  x4 _ x6
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Lois fondatrices
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le systŁme dynamique discret de relation' associØ àR .

Pas de cycle dansGæ DyPX; @xPX; lim
t Ñ8

' px; tq� yPX.

IdØe de la preuve
Ñ Remarquer que@i PV; � �

i � 0; fipxq � t 0; 1u
Ñ Prendre un DAG et raisonner par induction sur les profondeurs de ses sommets

Exemple t � 1 t

0 4 6

3

2 7

1 5

� � �
�

�

� �

�

�
�

$
’’’’’’’’’’’’’&

’’’’’’’’’’’’’%

f0pxq � 1
f1pxq �  x2

f2pxq � x0 ^  x4

f3pxq � x2 _ p x6 ^ x7q
f4pxq � 0
f5pxq � x2 ^ x7

f6pxq � 1
f7pxq �  x4 _ x6

S.SenØ Calcul naturel et sciences de la vie 42/92



Lois fondatrices

Une premiŁre loi architecture/structure
ThØorŁme (Robert, 1986)
SoitR un rØseau d’automates,G � p V; Eqson graphe d’interaction, etS � p X; T; ' q
le systŁme dynamique discret de relation' associØ àR .

Pas de cycle dansGæ DyPX; @xPX; lim
t Ñ8

' px; tq� yPX.
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Lois fondatrices

Une premiŁre loi architecture/structure
ThØorŁme (Robert, 1986)
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Lois fondatrices

Une premiŁre loi architecture/structure
ThØorŁme (Robert, 1986)
SoitR un rØseau d’automates,G � p V; Eqson graphe d’interaction, etS � p X; T; ' q
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Lois fondatrices

Une premiŁre loi architecture/structure
ThØorŁme (Robert, 1986)
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Lois fondatrices

Une premiŁre loi architecture/structure
ThØorŁme (Robert, 1986)
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Lois fondatrices

Une premiŁre loi architecture/structure
ThØorŁme (Robert, 1986)
SoitR un rØseau d’automates,G � p V; Eqson graphe d’interaction, etS � p X; T; ' q
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Lois fondatrices

Une seconde loi architecture/structure
ThØorŁme (Thomas, 1981 ; Remy, MossØ, Chaouiya & Thieffry, 2003 ; Richard &
Comet, 2007 ; Noual & S., 2012)
SoitR un rØseau d’automates,G � p V; Eqson graphe d’interaction etS � p X; T; ' q
le systŁme dynamique discret de relation' associØ àR . Si S admet diffØrentes
con�gurations stables, alorsG contient un cycle positif.

Histoire de cette loi
Ñ ProposØe par Thomas en 1981 et prouvØe par Richard et Comet en 2007 sous
l’hypothŁse du mode de mise à jour asynchrone
Ñ GØnØralisØ à tout mode de mise à jour par Noual et S. en 2012

IdØe de la preuve
Ñ On admet le rØsultat de Richard et Comet
Ñ On considŁre le mode de mise à jour ØlØmentaire
Ñ Pour n’importe quel rØseau d’automates sans cycle positif

� Soit il ne possŁde pas de cycle et le thØorŁme de Robert s’applique
� Soit il possŁde au moins un cycle nØgatif et on montre que de tels cycles ne peuvent

supprimer toutes les instabilitØs locales. . .
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Lois fondatrices

Une seconde loi architecture/structure
ThØorŁme (Thomas, 1981 ; Richard & Comet, 2007 ; Noual & S., 2012)
Si S admet plusieurs con�gurations stables, alorsG contient un cycle positif.

Exemple Les instabilitØs locales ne peuvent Œtre supprimØes complŁtement
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Lois fondatrices

Le thØorŁme des cycles nØgatifs n’est pas une loi

ThØorŁme (Thomas, 1981 ; Richard, 2010)
SoitR un rØseau d’automates,G � p V; Eqson graphe d’interaction, etS � p X; T; ' q
le systŁme dynamique discret de relation' associØ àN . Si S admet une oscillation
stable, alorsG contient un cycle nØgatif.

Pourquoi ce thØorŁme n’est-il pas gØnØral ?
Contre-exempleÑ Prendre n’importe quel cycle positif (de taille¥ 2) avec le mode
de mise à jour parallŁle

�

��

0 1

2
011 101

110

111

001 100

010

000
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Lois fondatrices

RØcapitulatif

� En rØalitØ, seulement 4 lois gØnØrales (2 sont liØes l’une à l’autre) connues à
propos des rØseaux de rØgulation

� La prØsence d’un cycle est nØcessaire à la complexitØ
� La prØsence d’un cycle positif est nØcessaire à la multi-stationnaritØ

Les cycles sont les moteurs de la complexitØ
structurelle des rØseaux de rØgulation

Ñ Un rØel besoin de mieux les comprendre

Ñ Oø en est-on sur la connaissance des cycles ?
� Avant 2010, pas trŁs loin !
� Depuis, pas assez loin mais. . .
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Lois fondatrices

L’heure du choix

Cycles

Temps
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À propos des cycles ?
Plan

1 Informatique et modØlisation

2 RØseaux d’automates (boolØens)

3 Un premier exemple issu de la biologie

4 Lois fondatrices

5 À propos des cycles ?

6 À propos du temps ?

7 Un second exemple issu de la biologie

8 Conclusions et perspectives
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À propos des cycles ?
Cycles et modes de mise à jour blocs-sØquentiels

(Goles, Noual, 2010)

sp2q � 1

sp3q � 2

� f3pf1px2ptqqq
sp1q � 1

x1pt � 1q � f1px2ptqq
x2pt � 1q � f2px3ptqq
x3pt � 1q � f3px1pt � 1qq

f1

f3

f2

x3ptq P t0; 1u

x2ptq P t0; 1ux1ptq P t0; 1u

3

1 2

Mode bloc-sØquentiel (s � pt 1; 2ut3uq)
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À propos des cycles ?
Cycles et modes de mise à jour blocs-sØquentiels

(Goles, Noual, 2010)

sp2q � 1

sp3q � 2

� f3pf1px2ptqqq
sp1q � 1

x2pt � 1q � f2px3ptqq
x3pt � 1q � f3px1pt � 1qq
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f1
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Graphe d’interactionGpsq � p V; Apsqq
DansApsqcomme dansAp� q � A, un arcpi; jq traduit

la dØpendance dexjpt � 1q à xiptq
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À propos des cycles ?
Cycles et modes de mise à jour blocs-sØquentiels

(Goles, Noual, 2010)

sp2q � 1

sp3q � 2

� f3pf1px2ptqqq
sp1q � 1

x2pt � 1q � f2px3ptqq
x3pt � 1q � f3px1pt � 1qq
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Objectif
Montrer que les rØsultats qui vont suivre sur le nombre d’attracteurs des cycles
positifs et nØgatifs itØrØs en parallŁle s’appliquent aux modes blocs-sØquentiels.
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À propos des cycles ?
Cycles et modes de mise à jour blocs-sØquentiels

invpsq
� tp i; i � 1q |spiq   spi � 1qu
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À propos des cycles ?
Cycles et modes de mise à jour blocs-sØquentiels

invpsq
� tp i; i � 1q |spiq   spi � 1qu  Les dynamiques induites par deux modes de mise à

jour blocs-sØquentielss et r sont identiques si et
seulement siinvprq � invpsq.

 Si invprq � invpsq, alors les dynamiques induites
pars et parr n’ont aucun cycle limite en commun.

 ItØrer un circuit de taillen avec un mode de mise à
jour blocs-sØquentielss tel que|invpsq| � k revient
à itØrer un circuit de mŒme signe et de taillen � k
en parallŁle.

 Le nombre total de dynamiques diffØrentes induites
par l’ensemble des modes de mise à jour
blocs-sØquentiels est 2n � 1 (pour un circuit de
taille n).
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À propos des cycles ?
Cycles et double-cycles

Cycles
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Importance/nØcessitØ de
compter les attracteurs
des rØseaux biologiques
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À propos des cycles ?
Cycles et double-cycles

Cycles
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À propos des cycles ?
Et les rØseaux dans tout cela ?
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Et les rØseaux dans tout cela ?
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À propos des cycles ?
Cycles en parallŁle
(Demongeot, Noual, S., 2012)
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À propos des cycles ?
Cycles en parallŁle
(Demongeot, Noual, S., 2012)

Cycles positifs
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À propos des cycles ?
Cycles en parallŁle
(Demongeot, Noual, S., 2012)

Cycles nØgatifs
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À propos des cycles ?
Cycles en parallŁle
(Demongeot, Noual, S., 2012)

ThØorŁme

RØseauR C �
n C �

n

Ordre! P N
deR

n 2n

Nombre de
con�gurations
de pØriodep|!

2p  p p|nq � 2
p
2

Nombre
d’attracteurs

de pØriodep|!

1
p

°

d| p
�

� p
d

�
� 2d 1

p
°

k| p impair
� pkq � 2

p
2k

Nombre total
d’attracteurs

1
n

°

d| n
�

� n
d

�
� 2d 1

2n
°

k| 2n impair
� pkq � 2

n
2k

Ñ Inversion de Möbius :@n P N� ; gpnq �
°

p|n f ppq øæ f pnq �
°

p|n gppq � � pn{pq
Ñ Indicatrice d’Euler :� pnq � |t m P N� | m ⁄ n etmest premier avecnu|
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À propos des cycles ?
Double-cycles en asynchrone
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À propos des cycles ?
Double-cycles en asynchrone

(Melliti, Regnault, S., Sobieraj, 2015)

ÝÑ Cas simples : les double-cycles positifs et mixtes

ThØorŁme

SoitD � ;�
`; r un double-cycle positif canonique etx l’une de ses con�gurations

instables. Six admet un automate à l’Øtat0, alorsfix0 pxq � p 0` ; 0rq. De plus, six
admet un automate à l’Øtat1 dans chacun des cycles qui le compose, alors
fix1 pxq � p 1` ; 1rq. Le temps de convergence deD � ;�

`; r est au plus 2p̀ � rq � 5.

ThØorŁme

SoitD � ;�
`; r un double-cycle mixte canonique,@x PB` � r � 1; simp pxq � p 0` ; 0rqet

exØcute au plus 2` � r � 2 mises à jour.
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À propos des cycles ?
Double-cycles en asynchrone

(Melliti, Regnault, S., Sobieraj, 2015)

ÝÑ Cas des double-cycles pairs

ThØorŁme

Un double-cycle nØgatif pair admet un unique attracteur de longueur 2` � r � 1. Dans
cette oscillation stable, la borne supØrieure du temps d’atteignabilitØ est deOp̀ 2 � r2q
mises à jour.

IdØe de la preuve
1. N’importe quelle con�guration peut atteindrep0` ; 0rqetpp10q`

2 ; p10qr
2 qen

Op̀ � rq.

2. p0` ; 0rqpeut atteindrepp10q`
2 ; p10qr

2 qenOp̀ 2 � r2q;

3. Toute con�guration peut Œtre atteinte depuispp10q`
2 ; p10qr

2 qenOp̀ � rq.
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À propos des cycles ?
Double-cycles en asynchrone

(Melliti, Regnault, S., Sobieraj, 2015)

ÝÑ Cas des double-cycles impairs et gØnØralisation du rØsultat

ThØorŁme

Soit � : N Ñ t 0; 1u, avec� pkq �

#
0 sik � 0 ouk � 1 mod 2
1 sinon

.

Tout double-cycle nØgatif canoniqueD � ;�
`; r admet un unique attracteurB` � r � 1zI , oø

|I | � � p̀ � 1q � 2r � 1 � � pr � 1q � 2` � 1.
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À propos des cycles ?
Double-cycles en parallŁle

(Noual, 2012 ; S., 2012)
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À propos des cycles ?
Double-cycles en parallŁle

(Noual, 2012 ; S., 2012)
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À propos des cycles ?
Double-cycles en parallŁle

(Noual, 2012 ; S., 2012)
ThØorŁme

RØseauR C �
n D � ;�

`; r
PGCDp̀ ; rq � n

D � ;�
`; r D � ;�

`; r

Ordre! P N
deR

n r
` � r

sauf cas particuliers

Nombre de
con�gurations
de pØriodep|!

2p  p p|` q � Lp p
� p

q� p  p p|� q � Pp p
� p

q� p

Nombre
d’attracteurs

de pØriodep|!

1
p

°

d| p
�

� p
d

�
� 2d 1

p
°

d| p
 p d| ` q

�
� p

d

�
� Lp d

� d
q� d 1

p
°

d| p
 p d| � q

�
� p

d

�
� Pp d

� d
q� d

Nombre total
d’attracteurs

1
n

°

d| n
�

� n
d

�
� 2d 1

r
°

d| r
 p d| ` q

�
� r

d

�
� Lp d

� d
q� d 1

n
°

d| n
 p d| � q

�
� n

d

�
� Pp d

� d
q� d

Ñ � � PGCDp̀ ; rq
Ñ Inversion de Möbius :@n P N� ; gpnq �

°
p|n f ppq øæ f pnq �

°
p|n gppq � � pn{pq

Ñ Indicatrice d’Euler :� pnq � |t m P N� | m ⁄ n etm est premier avecnu|
Ñ L(n) (resp.P(n)), nombre de colliers de taillen sans 00 (resp. sans 00 ni 111)
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À propos des cycles ?
Double-cycles en parallŁle

(Noual, 2012 ; S., 2012)

ThØorŁme

RØseauR C �
n D � ;�

`; r
PGCDp̀ ; rq � n

C �
n D � ;�

`; r D � ;�
`; r

Ordre! P N
deR

n 2n r
` � r

sauf cas particuliers

Nombre total
d’attracteurs

T� � T� ; � T� ⁄ T�

2! { 2� 1 T� ; � ⁄
?

3!

2! � 1 � T� T� ; � ⁄ 3
!
3

2! � 1 � T�

Proposition

Tout cycle positifC �
! de taille et d’ordre! peut simuler le comportement

asymptotique de tout cycle isolØ et de tout double-cycle de mŒme ordre.
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À propos des cycles ?
Une « contradiction » mais rien de sØrieux...

Fait
Sous l’hypothŁse du mode de mise à jour parallŁle, les cycles et les double-cycles
admettent un nombre exponentiel d’attracteurs.

En contradiction avec :
Ñ la conjecture de la racine carrØe de Kauffman
ÝÑ Un rØponse partielle : le nombre d’attracteurs des double-cycles est
ÝÑ largement plus petit que celui des cycles.

Conjecture
ÕÕ Intersections de cycles

ÝÑ ×× instabilitØs locales
ÝÑ ×× instabilitØs globales
ÝÑ ×× nombre d’attracteurs
ÝÑ ×× sensibilitØ au synchronisme
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À propos des cycles ?
Et maintenant ?

Temps

Application
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À propos du temps ?
Plan

1 Informatique et modØlisation

2 RØseaux d’automates (boolØens)

3 Un premier exemple issu de la biologie

4 Lois fondatrices

5 À propos des cycles ?

6 À propos du temps ?

7 Un second exemple issu de la biologie

8 Conclusions et perspectives
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À propos du temps ?
ProblØmatique « synchronisme / asynchronisme »

� La causalitØ des ØvØnements au cours du temps dØpend de la relation entre les
mises à jour des automates et le « temps » mais...

� Comment dØ�nit cette relation ?
� Comment Øtudier les perturbations causales dues aux changements de cette relation ?

� Pertinence mathØmatique :
� ProblØmatique ØlØgante à la frontiŁre des systŁmes dynamiques, de la combinatoire,

de la complexitØ et de la calculabilitØ

� Pertinence biologique :
� Expression gØnØtique et dynamique chromatinienne

� Une question qui demeure : synchronicitØ vs. simultanØitØ ?
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À propos du temps ?
Rappels

Un rØseau d’automates boolØens (BAN) de taillen est une fonction

f : Bn Ñ Bn

x � p x0; x1; : : : ; xn� 1q ÞÑ f pxq � p f0pxq; f1pxq; : : : ; fn� 1pxqq
,

oø@i P t0; : : : ; n � 1u; xi PB est l’Øtat de l’automatei, etBn est l’ensemble des
con�gurations.

Le graphe d’interaction def est graphe orientØ signØGpf q : pV; E � V � Vqoø :
� V � t 0; : : : ; n � 1u;
� pi; jq PE est positif siDx PBn t.q.
fjpx0; : : : ; xi� 1; 0; xi� 1; : : : ; xn� 1q � 0 andfjpx0; : : : ; xi� 1; 1; xi� 1; : : : ; xn� 1q � 1 ;

� pi; jq PE est nØgatif siDx PBn t.q.
fjpx0; : : : ; xi� 1; 0; xi� 1; : : : ; xn� 1q � 1 andfjpx0; : : : ; xi� 1; 1; xi� 1; : : : ; xn� 1q � 0.
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À propos du temps ?
Rappels

Un rØseau d’automates boolØens (BAN) de taillen est une fonction

f : Bn Ñ Bn

x � p x0; x1; : : : ; xn� 1q ÞÑ f pxq � p f0pxq; f1pxq; : : : ; fn� 1pxqq
,

oø@i P t0; : : : ; n � 1u; xi PB est l’Øtat de l’automatei, etBn est l’ensemble des
con�gurations.

f : B4 Ñ B4

f �

$
’’’&

’’’%

f0pxq �  x0 _ x1 ^ x3

f1pxq � x0 ^ p x1 _ x2q
f2pxq �  x3

f3pxq � x0 _  x1
3

1

2

0
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À propos du temps ?
Mises à jour

f0pxq �  x0 _ x1 ^ x3

f3pxq � x0 _  x1

f1pxq � x0 ^ p x1 _ x2q

f2pxq �  x3

0101

0 1

23
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À propos du temps ?
Mises à jour

t 2u

f3pxq � x0 _  x1

f1pxq � x0 ^ p x1 _ x2q

f2pxq �  x3

0101

0 1

23

f0pxq �  x0 _ x1 ^ x3

� 0
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À propos du temps ?
Mises à jour

0001

t 3u
t 1u

f0pxq �  x0 _ x1 ^ x3
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transitions
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À propos du temps ?
Mises à jour

1100 1101
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À propos du temps ?
Mises à jour

t 1; 2; 3u

f3pxq � x0 _  x1

f1pxq � x0 ^ p x1 _ x2q

f2pxq �  x3
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0000 0100 1000 1001 1100 1101
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t 0u

0001

t 3u
t 1u

t 1; 3u

t 1; 2u
t 2; 3u t 0; 1; 3u

t 0; 2u

t 0; 1; 2; 3u

t 0; 1u
t 0; 1; 2u

t 0; 3u
t 0; 2; 3u

f0pxq �  x0 _ x1 ^ x3

Synchronous
transitions
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À propos du temps ?
Rappels sur les modes de mise à jour

� Un mode de mise à jour est une maniŁre d’organiser les mises à jour des
automate dans le temps.

� Il peut Œtre dØterministe (pØriodique ou non) oø non-dØterministe (stochastique
ou non).

� Il existe un nombre in�ni de modes de mise à jour.

S.SenØ Calcul naturel et sciences de la vie 61/92



À propos du temps ?
Rappels sur les modes de mise à jour

� Un mode de mise à jour est une maniŁre d’organiser les mises à jour des
automate dans le temps.

� Il peut Œtre dØterministe (pØriodique ou non) oø non-dØterministe (stochastique
ou non).

� Il existe un nombre in�ni de modes de mise à jour.

� Le mode de mise à jour dØ�nit le comportement du rØseau.

� Le comportement d’un BANf est dØcrit par un graphe de transition transition
graph

G� pf q � p Bn; T � Bn � p PpVqzHq � Bnq,

oø� reprØsente un mode de mise à jour �Øquitable� donnØ.
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À propos du temps ?
Quelques exemples

f : B3 Ñ B3

f �

$
&

%

f0pxq � x1 _ x2
f1pxq �  x0 ^ x2
f2pxq �  x2 ^ p x0 _ x1q

0
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Évolution parallŁle
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Quelques exemples

f : B3 Ñ B3

f �

$
&

%

f0pxq � x1 _ x2
f1pxq �  x0 ^ x2
f2pxq �  x2 ^ p x0 _ x1q
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Évolution parallŁle
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� Un attracteur depf ; �qest une CFC terminal
deG� pf q.

� Un point �xe (con�guration stable) est un
attracteur trivial.

� Un cycle limite (oscillation stable) est un
attracteur non-trivial.
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Quelques exemples
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Quelques exemples

f : B3 Ñ B3
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Quelques exemples
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À propos du temps ?
Graphes de mise à jour

Étant donnØ un graphe d’interactionG � p V; Eq, un graphe ØtiquetØ est un graphe
pG; labq, avec lab: E Ñ t ‘;au.

Un graphe ØtiquetØpG; labqest un graphe de mise à jour s’il existes : V Ñ t 1; : : : ; nu
t.q.

@pi; jq PE; labpi; jq �

#
‘ if spiq ¥ spjq
a if spiq   spjq

.

‘

2

1

3

01

23

0

3 2

10

23

10
‘

‘

‘

a

‘

‘

‘ ‘
a

a‘ a

‘ ‘
‘

‘

‘

‘

pt0; 1; 2; 3uq pt0u; t 1u; t 2u; t 3uq pt2; 3u; t 0; 1uq
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À propos du temps ?
Graphes de mise à jour et dynamique

Soit f un BAN etGpf q � p V; Eqson graphe d’interaction, soit� le mode de mise à
jour parallŁle, et soits � s1 deux modes de mises à jour distincts diffØrents de� .

ThØorŁme (Aracena et al., 2009)
Si Gpf ; labsq � Gpf ; labs1qalorsGspf q � Gs1pf q.

ThØorŁme (Tchuente, 1988 ; Aracena et al., 2009)
Si s est dØ�ni comme@j P t0; : : : ; n � 1u; @i t.q.pi; jq PE, spiq ¥ spjqalors
Gspf q � G� pf q.

ThØorŁme (Aracena et al., 2009)
ConsidØronss et f t.q. toutes les boucles dansGpf qsont positives. Il existe alorss1 t.q.
Gspf qandGs1pf qn’ont aucun cycle limite en commun.
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À propos du temps ?
Graphes de mise à jour et dynamique

ThØorŁme (Aracena et al., 2009)
Si Gpf ; labsq � Gpf ; labs1qalorsGspf q � Gs1pf q.

s1 � pt 1u; t 0u; t 2u; t 3uq
s2 � pt 1u; t 2u; t 0u; t 3uq
s3 � pt 1u; t 2u; t 0; 3uq

0 1

23

f �

$
’’’&

’’’%

f0pxq � x1 ^ x3

f1pxq � x0

f2pxq � x1 _ x2

f3pxq � x2 ^ x3
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À propos du temps ?
Graphes de mise à jour et dynamique

ThØorŁme (Aracena et al., 2009)
Si Gpf ; labsq � Gpf ; labs1qalorsGspf q � Gs1pf q.

‘

a

‘

a

s2 � pt 1u; t 2u; t 0u; t 3uq

0

s3 � pt 1u; t 2u; t 0; 3uq

1

2

f �

$
’’’&

’’’%

f0pxq � x1 ^ x3

f1pxq � x0

f2pxq � x1 _ x2

f3pxq � x2 ^ x3 3

1

23

0

s1 � pt 1u; t 0u; t 2u; t 3uq

‘

‘
a

1

4

0 5

8

10 12

6 14

2

7

3 9

11

1315
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À propos du temps ?
Cycles d’interaction

Deux types de cycles d’interaction, les positifs et les nØgatifs :

un nombre
pair d’arcs
nØgatifs

0

1� �

�4 5

3

2

�

C �
6

�

�

0

1�

�

�

�

C �
6

4 5

3

2

�

�

un nombre
impair
d’arcs

nØgatifs

Seminal results :

ThØorŁme (Robert, 1986)
Si Gpf qest acyclique, alorsf admet un unique attracteur qui est un point �xe.

ThØorŁme (Thomas, 1981 ; Richard, Comet, 2007)
S’il n’y a pas de cycle positif dansGpf q, alorsf a au plus un point �xe.
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À propos du temps ?
In�uence des modes de mise à jour sur les cycles

sp1q � 1

x1pt � 1q � f1p x0ptqq

x2pt � 1q � f2px1pt � 1qq
� f2pf1p x0ptqqq

sp0q � 1Block-sequential
mode
s � pt 0; 1u; t 2uq

0

2 1sp2q � 2

x0pt � 1q � f0px2ptqq
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À propos du temps ?
In�uence des modes de mise à jour sur les cycles
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À propos du temps ?
In�uence des modes de mise à jour sur les cycles

sp1q � 1

x1pt � 1q � f1p x0ptqq

x2pt � 1q � f2px1pt � 1qq
� f2pf1p x0ptqqq

Block-sequential
mode

sp0q � 1

s � pt 0; 1u; t 2uq
0

2 1sp2q � 2

x0pt � 1q � f0px2ptqq

0

2 1

Graphe d’interactionGpf ; sq � p V; Epsqq
Chaque arcpi; jq PEpsqreprØsente la dØpendance dexjpt � 1qvis à vis de xiptq.
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À propos du temps ?
In�uence des modes de mise à jour sur les cycles

invpsq
� tp i; i � 1q |spiq   spi � 1qu

invpsq
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À propos du temps ?
In�uence des modes de mise à jour sur les cycles

invpsq
� tp i; i � 1q |spiq   spi � 1qu
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À propos du temps ?
In�uence des modes de mise à jour sur les cycles

invpsq
� tp i; i � 1q |spiq   spi � 1qu

ThØorŁmes (Goles, Noual, 2010)
B La dynamique induite par deux modes de mise à

jour s ets1 sont Øgales ssi invpsq � invps1q.

 Étant donnØ un cycle de taillen, le nombre
total de dynamiques disctinctes induites par
les modes blocs-sØquentiels est :

n� 1‚

k� 0

�
n
k



� 2n � 1.

B invpsq � invps1q øæ aucun cycle limite commun.

B ItØrer un cycle de taillen avec un mode de mise à
jour s avec|invpsq| � k correspond à itØrer un cycle
de mŒme signe et de taillen � k en parallŁle.
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À propos du temps ?
In�uence des modes de mise à jour sur les cycles

ThØorŁme (Goles, Noual, 2010)
invpsq � invps1q øæ aucun cycle limite commun.

Proof
Remarquons que @i; j P V; f rj; is :

#
fj � fj� 1 � � � � � fi if i ⁄ j
fj � fj� 1 � � � � � f0 � fn� 1 � � � � � fi if i ¡ j

.

Supposons quepi; i � 1q Pinvpsqzinvps1qet queDx � xsptq � xs1
ptq t.q.xspt � 1q � xs1

pt � 1q.
Alors : xs

i� 1pt � 2q � fi� 1pxs
i pt � 2qq � f ri � 1; i � � 1spxs

i� pt � 1qq,

et xs1

i� 1pt � 2q � fi� 1pxs1

i pt � 1qq � fi� 1pxs
i pt � 1qq � f ri � 1; i � � 1spxs

i� ptqq,

oø i � � maxptk   i | spkq ¥ spk � 1quq.

Par l’injectivitØ def ri � 1; i � � 1s, si xspt � 2q � xs1
pt � 2qalorsxi� pt � 1q � xi� ptq. Or, six

appartient à un attracteur induit identiquement pars ets1, alorsxsptq � xs1
ptq @t. Dans ce cas

@t; xs
i� pt � 1q � xs1

i� ptq � xs
i� ptq. Autrement dit, l’Øtat du n�udi � est �xe dans l’attracteur. Donc

les Øtats de tous les n�uds sont �xØs dans l’attracteur qui est par consØquent un point �xe.
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À propos du temps ?
Autres rØsultats intØressants

Q : Un graphe ØtiquetØ est-il un graphe de mise à jour ?

3 23

1

23

1

Reversed labelled graph

4

pG; labq‘
R

0

Labelled graph
pG; labq

Reduced labelled graph
pG; labq‘

0;4 0;4

2

1
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À propos du temps ?
Autres rØsultats intØressants

Q : Un graphe ØtiquetØ est-il un graphe de mise à jour ?

3

Reversed labelled graph

2

pG; labq‘
R

3

1

23

14

0

Labelled graph
pG; labq

Reduced labelled graph
pG; labq‘

0;40;4

2

1

ThØorŁme (Aracena et al., 2011)

Un graphe ØtiquetØpG; labqest un graphe de mise à jour ssipG; labq‘
R ne contient pas

de cycle interdit.

IdØe sp1q   sp2q
sp1q ¥ psp0q � sp4qq ^ sp3q   p sp0q � sp4qq

sp3q ¥ sp2q øæ sp1q   sp3q
sp3q   sp1q
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À propos du temps ?
Autres rØsultats intØressants

Q : Comment trouver le mode de mise à jour le plus compact associØ àpG; labq?

3 23

1

2

pG1; labq‘
R

3
s � pt 0; 4u; t 1; 3u; t 2uq

14

0
0;4 0;4

pG1; labq pG1; labq‘

2

1
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À propos du temps ?
Autres rØsultats intØressants

Q : Comment trouver le mode de mise à jour le plus compact associØ àpG; labq?

3 23

1

2

pG1; labq‘

3

pG1; labq‘
R

14

0
0;4 0;4

s � pt 0; 4u; t 1; 3u; t 2uq

pG1; labq

2

1

Algorithme Init. PrenonsG1 :� p G; labq‘
R et t :� 1.

(1) Calculons les cheminsPa � t P | # pa P Pqest max.u surG1. Si Pa � H , goto (4).

(2) Les ciblesT du dernier arc nØgatif de chaqueP dePa, et leurs successeursSpTqsont mis
à jour à l’Øtape de tempst. t :� t � 1.

(3) SupprimerT, SpTqet tous leurs arc entrants deG1, et revenir à (1).

(4) Tous les n�uds restants sont mis à jours en mŒme temps, à l’Øtapet.
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À propos du temps ?
DØ�nitions et notations

@x � p x0; : : : ; xn� 1q PBn; @i PV; x i � p x0; : : : ; xi� 1;  xi ; xi� 1; : : : ; xn� 1q

@x PBn; @W � W1Z t iu � V; xW � px iq
W1

� pxW1
q

i

Le signe d’une in�uence dei sur j dansx est

signxpi; jq �
fjpxq � fjpx iq

xi � x i
i

� spxiq � pfjpxq � fjpx iqq,

oøs : b PB ÞÑ b �  b P t� 1; 1u.

Soitx; y PBn, Dpx; yq � t i PV | xi � yiuetdpx; yq � | Dpx; yq|.

Epxq � tp i; jq PV � V | signxpi; jq � 0u reprØsente l’ensemble des in�uences
effectives deGpf qdansx, ce qui signi�e formellement que

@i; j PV; Dx PBn; fjpxq � fjpx iq ðæ p i; jq PE.
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À propos du temps ?
Monotonie, instabilitØs et frustrations

Une fonction localefi est localement monotone enj si :
@x; fipx0; : : : ; xj� 1; 0; xj� 1; : : : ; xn� 1q ⁄ fipx0; : : : ; xj� 1; 1; xj� 1; : : : ; xn� 1q
ou@x; fipx0; : : : ; xj� 1; 0; xj� 1; : : : ; xn� 1q ¥ fipx0; : : : ; xj� 1; 1; xj� 1; : : : ; xn� 1q.

ne l’est pas

0 1

23

0 1

23

f �

$
’’’&

’’’%

f0pxq � x1 ^ x3

f1pxq �  x0

f2pxq � x1 _ x2

f3pxq �  x2 _ x3

est monotone

g �

$
’’’&

’’’%

g0pxq � x1 ^ x3

g1pxq �  x0

g2pxq � x1 ‘ x2

g3pxq �  x2 _ x3

Un automatei PV est instable (resp. stable) dansx PBn s’il appartient à l’ensemble

Upxq � t i PV | fipxq � xiu (resp.Upxq � VzUpxq).

Une in�uencepi; jq PE est frustrØe dansx ssi elle appartient à

FRUSpxq � tp i; jq PE | spxiq �spxjq � � signpi; jqu.
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À propos du temps ?
Monotonie, instabilitØs et frustrations

Une fonction localefi est localement monotone enj si :
@x; fipx0; : : : ; xj� 1; 0; xj� 1; : : : ; xn� 1q ⁄ fipx0; : : : ; xj� 1; 1; xj� 1; : : : ; xn� 1q
ou@x; fipx0; : : : ; xj� 1; 0; xj� 1; : : : ; xn� 1q ¥ fipx0; : : : ; xj� 1; 1; xj� 1; : : : ; xn� 1q.

Un automatei PV est instable (resp. stable) dansx PBn s’il appartient à l’ensemble

Upxq � t i PV | fipxq � xiu (resp.Upxq � VzUpxq).

10f �

#
f0pxq �  x1

f1pxq � x0

x f0pxq f1pxq Upxq
p0; 0q 1 0 t 0u
p0; 1q 0 0 t 1u
p1; 0q 1 1 t 1u
p1; 1q 0 1 t 0u

Une in�uencepi; jq PE est frustrØe dansx ssi elle appartient à

FRUSpxq � tp i; jq PE | spxiq �spxjq � � signpi; jqu.
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À propos du temps ?
Monotonie, instabilitØs et frustrations

Une fonction localefi est localement monotone enj si :
@x; fipx0; : : : ; xj� 1; 0; xj� 1; : : : ; xn� 1q ⁄ fipx0; : : : ; xj� 1; 1; xj� 1; : : : ; xn� 1q
ou@x; fipx0; : : : ; xj� 1; 0; xj� 1; : : : ; xn� 1q ¥ fipx0; : : : ; xj� 1; 1; xj� 1; : : : ; xn� 1q.

Un automatei PV est instable (resp. stable) dansx PBn s’il appartient à l’ensemble

Upxq � t i PV | fipxq � xiu (resp.Upxq � VzUpxq).

Une in�uencepi; jq PE est frustrØe dansx ssi elle appartient à

FRUSpxq � tp i; jq PE | spxiq �spxjq � � signpi; jqu.

2 1

0

f �

$
’&

’%

f0pxq � x2

f1pxq � x0 _  x1

f2pxq �  x0 ^ x1

FRUSp000q � tp 0; 2qu
FRUSp001q � tp 1; 2q; p2; 0qu
FRUSp010q � tp 0; 1q; p0; 2q; p1; 2qu
FRUSp011q � tp 0; 1q; p2; 0qu
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À propos du temps ?
Relations entre instabilitØs et frustrations

Remarque (Noual, S., 2017)

Si j P UpxqalorsDi PV� pjq; pi; jq PFRUSpxq.

2 1

0

f �

$
’&

’%

f0pxq �  x0

f1pxq � x0 _  x2

f2pxq � x1

FRUSp000q � t (0,0) ; p2; 1qu
FRUSp001q � t (0,0) ; p1; 2qu
FRUSp110q � t (0,0) ; p1; 2qu
FRUSp111q � t (0,0) ; p2; 1qu

N.B : La rØciproque n’est pas vraie.

2 1

0

f �

$
’&

’%

f0pxq � x2

f1pxq � x0 _  x1

f2pxq �  x0 ^ x1

FRUSp000q � t (0,2) u
FRUSp001q � tp 1; 2q; p2; 0qu
FRUSp010q � tp 0; 1q; p0; 2q; p1; 2qu
FRUSp011q � tp 0; 1q; p2; 0qu
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À propos du temps ?
Relations entre instabilitØs et frustrations

Lemme (Noual, S., 2017)
Ajouter des frustrations entrantes à un automate instable ne peut pas le stabiliser.
Formellement, en notantV�

FRUSpxqpjq � V� pjq X t i PV | pi; jq PFRUSpxqu, on a :
@x; y PBn; j P Upxq ^

�
V�

FRUSpxqpjq � V�
FRUSpyqpjq

	
øæ j P Upyq.

DØmonstration

EntrØe donnØe pari à j : bj
ipxq � bpsignpi; jq �spxiqq �

#
xj if pi; jq RFRUSpxq
 xj otherwise

. Par la

monotonie locale,
fjpxq �

'

k⁄ m

ckpxq �
'

k⁄ m

� “

i P Vj
k

bj
ipxq �

“

i P Vj
k

pi; jq PFRUSpxq

 xj _
“

i P Vj
k

pi; jq RFRUSpxq

xj

	
,

oøVj
k est l’ensemble des voisins entrants dej impliquØ dans lakiŁme clause.

Soitx instable, admettant donc au moins une in�uence entrante frustrØe. Soity telle qu’elle
admet au moins une frustration de plus quex. Puisquefj peut Œtre Øcrite comme une
conjonction de clauses disjonctives, les valeurs de ces clauses poury sont nØcessairement les
mŒmes que pourx.
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À propos du temps ?
Cycles critiques

Soit f un BAN, G � p V; Eqson graphe d’interaction, etx une con�guration dansBn.
Un cycleC � p VC; ECqdeG estx-critique siEC � FRUSpxq.
Un cycleC est critique si il estx-critique pour une con�guration au moins.

Proposition (Noual, S., 2017)
Un cycle critique est unNOPE-cycle,i.e.nØgatif de longueur impaire ou positif de
longueur paire.

DØmonstration

Soitx P Bn. Par dØ�nition des in�uences frustrØes, siC � p VC; ECqestx-critique, de longueur̀
et de signes alors :

„

pi; jqPEC

� signpi; jq � p� 1q` � s �
„

pi; jqPEC

spxiq �spxjq � 1.

10

x f0pxq f1pxq FRUSpxq
p0; 0q 0 0 tp0; 1q; p1; 0qu
p0; 1q 0 1 H
p1; 0q 1 0 H
p1; 1q 0 0 tp0; 1q; p1; 0qu

f �

#
f0pxq � x0 ^  x1

f1pxq �  x0 ^ x1
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À propos du temps ?
Transitions et trajectoires

Nom Notation DØ�nition
Asynchrone x y dpx; yq ⁄ 1
Synchrone x y dpx; yq ¡ 1
ÉlØmentaire x y x y P tx yu Y t x yu

Non-sØquentialisable x y
x y non dØcomposable en des transitions

ØlØmentaires plus courtes

Pour toutesx; y PBn t.q.x � y, x est encline (resp. rØticente) poury si Dpx; yq � Upxq
(resp. Dpx; yq X Upxq � H ).

Une trajectoire dex à y est un cheminx : : : y dans le graphe de transition.

Soitx � xp0q xp1q : : : xpm � 1q y � xpmqune trajectoire dex à
y. Si @t   m; Dpxpt � 1q; yq � Dpxptq; yq, cette trajectoire est directe. Elle ne fait
aucun changement rØversible,i.e.@t   m; xptqi � yi øæ @t   t1 ⁄ m; xpt1qi � yi .

S.SenØ Calcul naturel et sciences de la vie 72/92



À propos du temps ?
Trajectoires et cycles critiques

Proposition (Noual, S., 2017)
Soitx une con�guration encline poury.

1. S’il n’y a pas de trajectoire asynchrone dex à y, alors Dpx; yq induit un
NOPE-cycle qui estx-critique.

2. Si Dpx; yqn’induit pas de cyclex-critique cycle, alors il y a une trajectoire
asynchronedirectedex à y.

x � 00 01

10 y � 11

0
1

0
1

0
1

0

1

10

f �

#
f0pxq � x0 _  x1

f1pxq �  x0 _ x1

x f0pxq f1pxq Upxq
p0; 0q 1 1 Dpx; yq
p0; 1q 0 1 H
p1; 0q 1 0 H
p1; 1q 1 1 H
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À propos du temps ?
Trajectoires et cycles critiques

Proposition (Noual, S., 2017)
Soitx une con�guration encline poury.

1. S’il n’y a pas de trajectoire asynchrone dex à y, alors Dpx; yq induit un
NOPE-cycle qui estx-critique.

2. Si Dpx; yqn’induit pas de cyclex-critique cycle, alors il y a une trajectoire
asynchronedirectedex à y.

10

x f0pxq f1pxq Upxq
p0; 0q 1 1 t 0; 1u
p0; 1q 0 0 t 1u
p1; 0q 1 1 t 1u
p1; 1q 1 1 H

f �

#
f0pxq � x0 _  x1

f1pxq � x0 _  x1

x � 00 01

10 y � 11

1

0
1

0

1

1

0

1

1
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À propos du temps ?
Trajectoires et cycles critiques

Proposition (Noual, S., 2017)
Soitx une con�guration encline poury.

1. S’il n’y a pas de trajectoire asynchrone dex à y, alors Dpx; yq induit un
NOPE-cycle qui estx-critique.

2. Si Dpx; yqn’induit pas de cyclex-critique cycle, alors il y a une trajectoire
asynchronedirectedex à y.

Implication

Quandmchangements locaux sont possibles dansx, alors, sauf s’il y a unNOPE-cycle
de longueurm, ces changements peuvent Œtre rØalisØs en parallŁle sans risquer
d’interblocage,i.e.une situation oø certaines transitions auraient transformØx enxptq
à partir de laquelley n’est plus accessible.
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À propos du temps ?
Trajectoires et cycles critiques

Proposition (Noual, S., 2017)
Soitx une con�guration encline poury.

1. S’il n’y a pas de trajectoire asynchrone dex à y, alors Dpx; yq induit un
NOPE-cycle qui estx-critique.

2. Si Dpx; yqn’induit pas de cyclex-critique cycle, alors il y a une trajectoire
asynchronedirectedex à y.

Corollaire (Noual, S., 2017)
Si x y existe, alors Dpx; yq induit unNOPE-cycle qui estx-critique.

Implication

Dans un BAN sansNOPE-cycle de longueur infØrieure ou Øgale àm PN, tout
changement synchrone affectant les Øtats d’au plusm automates peut Œtre entiŁrement
sØquentialisØ.
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À propos du temps ?
SensibilitØ structurelle : impact du synchronisme

ClassN ClassF
sensibilitØ « nulle » sensibilitØ « �faible� »

0 1 2 3 4

5 6 7 8 9

0 1 2 3 4

5 6 7 8 9

ClassG ClassD
sensibilitØ « moyenne » sensibilitØ « forte »

0 1 2 3 4

5 6 7 8 9

0 1 2 3 4

5 6 7 8 9
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À propos du temps ?
SensibilitØ structurelle : rØsultat principal

ThØorŁme (Noual, S., 2017)
1) Synchronism-sensitivity requiert l’existence d’unNOPE-cycle.
2) La sensibilitØ signi�cative requiert l’existence d’unNOPE-cycle de longueur

strictement infØrieure à la taille du BAN size ainsi qu’un cycle nØgatif.
3) En l’absence d’unNOPE-cycle hamiltonien et de boucles positives sur tous les

automates, la faible sensibilitØ requiert elle aussi unNOPE-cycle de longueur
strictement plus petite que la taille du BAN.

Un rØseau monotone appartement à la classeD :

2 3

1

0

f �

$
’’’&

’’’%

f0pxq � x2 _ px0 ^  x1q
f1pxq � x3 _ p x0 ^ x1q
f2pxq �  x0 ^ x1

f3pxq � x0 ^  x1
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strictement infØrieure à la taille du BAN size ainsi qu’un cycle nØgatif.
3) En l’absence d’unNOPE-cycle hamiltonien et de boucles positives sur tous les

automates, la faible sensibilitØ requiert elle aussi unNOPE-cycle de longueur
strictement plus petite que la taille du BAN.

Un rØseau monotone appartement à la classeD :

t x PB4 | x0 _ x1 � 1u

0011

0000

0001 0010

asynchronous limit cycle �xed point
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À propos du temps ?
ClasseD et (non-)monotonie

Q : Quels sont les liens entre ces deux BANs ?

f �

$
’’’&

’’’%

f0pxq � x2 _ px0 ^  x1q
f1pxq � x3 _ p x0 ^ x1q
f2pxq �  x0 ^ x1

f3pxq � x0 ^  x1

2

1

0

10g �

#
g0pxq � x0 ‘ x1

g1pxq � x0 ‘ x1

3

(S., 2012)
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À propos du temps ?
Et maintenant ?

Application

Cycles
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Un second exemple issu de la biologie

Arabidopsis thaliana
ModŁle de rØseaux d’automates boolØens à seuil
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Un second exemple issu de la biologie

Arabidopsis thaliana
ModŁle de rØseaux d’automates boolØens à seuil

SUP

EMF1

AP1

AG

LUG

LFY

TFL1

CAL

UFO

PI

BFU
AP3
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Un second exemple issu de la biologie

Arabidopsis thaliana
ModŁle de rØseaux d’automates boolØens à seuil

� �

�

�������������������

0
0
3

� 1
1
0
0
1

� 1
0
0
0

�

������������������

W �

�

���������������������

EMF1 TFL1 LFY AP1 CAL LUG UFO BFU AG AP3 PI SUP
EMF1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
TFL1 1 0 � 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
LFY � 2 � 1 0 2 1 0 0 0 0 0 0 0
AP1 � 1 0 5 0 0 0 0 0 � 1 0 0 0
CAL 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
LUG 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
UFO 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
BFU 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0
AG 0 � 2 1 � 2 0 � 1 0 0 0 0 0 0

AP3 0 0 3 0 0 0 2 1 0 0 0 � 2
PI 0 0 4 0 0 0 1 1 0 0 0 � 1

SUP 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

�

��������������������
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Un second exemple issu de la biologie

Dynamique

Attracteurs Tissus cellulaires
Point �xe 1 SØpales
Point �xe 2 PØtales
Point �xe 3 Étamines
Point �xe 4 Carpelles
Point �xe 5 In�orescence
Point �xe 6 Mutant

Cycle limite 1 �
...

...
Cycle limite 7 �

Remarque

Tous les cycles limites sont de pØriode 2.
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Un second exemple issu de la biologie

In�uence de la gibbØrelline
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Un second exemple issu de la biologie

Variation autour du rØseau de Mendoza

EMF1

TFL1

LFY

AG

AP1

AP3

LUG

CAL

SUP

RGA

PI

UFO
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Un second exemple issu de la biologie

Tailles relative des bassins d’attraction
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Un second exemple issu de la biologie

Robustesse face à des perturbations d’Øtat

Objectif
Calculer les probabilitØs de passage des con�gurations d’un bassin à un autre
lorsqu’elles sont soumises en fonction d’un paramŁtre stochastique de perturbation
d’Øtat.

Formules explicites des polynômes caractØristiques
des probabilitØs de passages d’un bassin à un autres

selon le taux de perturbation�
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Un second exemple issu de la biologie

Algorithme

Ppc Ñ c1 | pkq � 0 ou 1

Ppc Ñ c1|kq �

°
pkPPk

Ppc Ñ c1 | pkq
�

n
k




P� pkq �
�

n
k



� � k � p1 � � qn� k

P� pc Ñ c1q �
n‚

k� 0
pPpc Ñ c1|kq �P� pkqq

P� pc Ñ Bjq �
‚

c1PBj

P� pc Ñ c1q

P� pBi Ñ Bjq �

°
cPBi

P� pc Ñ Bjq

|Bi |

P� pBi Ñ Bjq � zn � � n � zn� 1 � � n� 1 � p1 � � q � : : : � z1 � � � p1 � � qn� 1 � z0 � p1 � � qn
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Un second exemple issu de la biologie

RØsultats

Bassin d’attraction d’origine � SØpales

Absence de gibbØrelline PrØsence de gibbØrelline
ı ı

Pas de �eur Fleur
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Un second exemple issu de la biologie

RØsultats
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Un second exemple issu de la biologie

Deux thØorŁmes importants
(Goles, Olivos, 1981 ; Goles, 1982)

Rappel

Tous les cycles limites du rØseau de Mendoza sont de pØriode 2.

ThØorŁme
Si la matrice d’interaction W d’un rØseau boolØen à seuil est symØtrique, la pØriode de
ses attracteurs est infØrieure (non strictement) à 2 avec le mode de mise à jour
parallŁle.

ThØorŁme
Si la matrice d’interaction W d’un rØseau boolØen à seuil est symØtrique et telle que sa
diagonale est non nØgative, la pØriode de ses attracteurs est 1 pour tout mode
sØquentiel.
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Un second exemple issu de la biologie

SymØtrisation et modules fonctionnels
ThØorŁme (Demongeot, Goles, Morvan, Noual, S., 2010)
Le rØseau de Mendoza est intrinsŁquement symØtrique.

� �

�

�������������������

0
0
3

� 1
1
0
0
1

� 1
0
0
0

�

������������������

W �

�

���������������������

EMF1 TFL1 LFY AP1 CAL LUG UFO BFU AG AP3 PI SUP
EMF1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
TFL1 1 0 � 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
LFY � 2 � 1 0 2 1 0 0 0 0 0 0 0
AP1 � 1 0 5 0 0 0 0 0 � 1 0 0 0
CAL 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
LUG 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
UFO 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
BFU 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0
AG 0 � 2 1 � 2 0 � 1 0 0 0 0 0 0

AP3 0 0 3 0 0 0 2 1 0 0 0 � 2
PI 0 0 4 0 0 0 1 1 0 0 0 � 1

SUP 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

�

��������������������

En une mise à jour,LUG, UFO et SUPsont �gØs à 0.

xLUGptq � xUFOptq � xSUPptq � Hp0 � 0q � 0
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Un second exemple issu de la biologie

SymØtrisation et modules fonctionnels
ThØorŁme
Le rØseau de Mendoza est intrinsŁquement symØtrique.
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�
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UFO 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
BFU 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0
AG 0 � 2 1 � 2 0 � 1 0 0 0 0 0 0

AP3 0 0 3 0 0 0 2 1 0 0 0 � 2
PI 0 0 4 0 0 0 1 1 0 0 0 � 1

SUP 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

�

��������������������

EMF1 maintient son Øtat.

xEMF1ptq � HpxEMF1pt � 1qq � xEMF1pt � 1q � xEMF1p0q

S.SenØ Calcul naturel et sciences de la vie 88/92



Un second exemple issu de la biologie

SymØtrisation et modules fonctionnels
ThØorŁme
Le rØseau de Mendoza est intrinsŁquement symØtrique.
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AP3 0 0 3 0 0 0 2 1 0 0 0 � 2
PI 0 0 4 0 0 0 1 1 0 0 0 � 1

SUP 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

�

��������������������

En une mise à jour,LFY est �gØ à 0.

H LFYpxptqq � � 2 � xEMF1pt � 1q � xTFL1pt � 1q � 2 � xAP1pt � 1q � xCALpt � 1q
xLFYptq � HpH LFYpxpt � 1qq � 3q � 0

S.SenØ Calcul naturel et sciences de la vie 88/92



Un second exemple issu de la biologie

SymØtrisation et modules fonctionnels
ThØorŁme
Le rØseau de Mendoza est intrinsŁquement symØtrique.
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AP3 0 0 3 0 0 0 2 1 0 0 0 � 2
PI 0 0 4 0 0 0 1 1 0 0 0 � 1

SUP 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

�

��������������������

En deux mises à jour,CAL est �gØ à 0.

xCALptq � Hp2 � xLFYpt � 1q � 1q � Hp� 1q � 0
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Un second exemple issu de la biologie

SymØtrisation et modules fonctionnels
ThØorŁme
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�

��������������������

En trois mises à jour au plus,TFL1 se �xe à l’Øtat deEMF1.

xTFL1ptq � HpxEMF1pt � 1q � 2 � xLFYpt � 1q � 0q � HpxEMF1p0qq � xEMF1p0q
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Un second exemple issu de la biologie
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ThØorŁme
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�

��������������������

LUG, UFO et SUP, EMF1, LFY, CAL et TFL1
9

mØcanismes de dØclenchement / maintien de la dynamique
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Un second exemple issu de la biologie

SymØtrisation et modules fonctionnels
ThØorŁme
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��������������������

AP3, PI et BFU dØpendent les un des
autres.

xAP3ptq � HpxBFUpt � 1qq
xPIptq � HpxBFUpt � 1qq

xBFUptq � HpxAP3pt � 1q � xPIpt � 1q � 1q
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Un second exemple issu de la biologie

SymØtrisation et modules fonctionnels
ThØorŁme
Le rØseau de Mendoza est intrinsŁquement symØtrique.
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��������������������

Avec un raisonnement semblable, on montre queAG et AP1 dØpendent l’un de l’autre.
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Un second exemple issu de la biologie

SymØtrisation et modules fonctionnels
ThØorŁme
Le rØseau de Mendoza est intrinsŁquement symØtrique.

EMF1 LFY UFO SUP

BFU

AG AP3AP1 PICALTFL1LUG

rW �

�

���������������������

EMF1 TFL1 LFY AP1 CAL LUG UFO BFU AG AP3 PI SUP
EMF1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
TFL1 1 0 � 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
LFY 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AP1 � 2 0 5 0 0 0 0 0 � 2 0 0 0
CAL 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
LUG 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
UFO 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
BFU 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0
AG 0 � 2 1 � 2 0 � 1 0 0 0 0 0 0

AP3 0 0 3 0 0 0 2 1 0 0 0 � 2
PI 0 0 4 0 0 0 1 1 0 0 0 � 1

SUP 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

�

��������������������

~� �

�

�������������������

0
0
0

� 2
1
0
0
1

� 1
0
0
0

�

������������������

S.SenØ Calcul naturel et sciences de la vie 88/92



Conclusions et perspectives

Plan

1 Informatique et modØlisation

2 RØseaux d’automates (boolØens)

3 Un premier exemple issu de la biologie

4 Lois fondatrices

5 À propos des cycles ?

6 À propos du temps ?

7 Un second exemple issu de la biologie

8 Conclusions et perspectives

S.SenØ Calcul naturel et sciences de la vie 89/92



Conclusions et perspectives

Une rØponse à Schützenberger

� Pour rappel :� P�o�u�r�q��u�o�i� �l�a� 	p�h�y
s��i�q��u�e �e
s��t-�e�l�l�e �e�n� 	s��i� 	p�a�r�f�a�i�t�e �r�Ø
s��o�n�a�n�c�e �a�v�e�c �l�e
s

�m�a�th�Ø�m�a�t�i�q��u�e
s, �e�t 	p�a	s [. . . ] �l�a� �b�i�o�l�o�g�i�e? J�e �n�’�a�i� �t�o�u	j�o�u�r	s 	p�a	s �t�r�o�u�v�Ø �l�a� �r�Ø
p�o�n	s��e. �
(Schützenberger, 1988)

� Ma rØponse : « En fait, du point de vue fondamental, la biologie (tout du moins
sur les aspects de la rØgulation) rØsonne trŁs bien avec l’informatique. En
revanche, nous ne sommes pas encore assez bons pour voir et comprendre ces
ondes. »

� « Y a plus qu’à »continuer de travailler. . . En particulier, les cycles et leurs
intersections n’ont pas encore rØvØlØ tous leurs secrets.
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Conclusions et perspectives

Quelques perspectives de fond

� Liens « architecture / structure »

� Robustesse structurelle et le temps

� ModularitØ fonctionnelle et simulation intrinsŁque
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