
Laure Blanc-Féraud

Approche variationnelle 
pour la restauration et la 
décomposition d’image.
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Construction d’une image

g = Hu + n

� g : une observation = des quantités physiques : optique, 
radar, laser, IR, champ magnétique, rayons X, ultrasons, 
émissions de photons…

� H : opérateur qui relie l’observation à la quantité que l’on 
cherche à imager u, à travers l’appareil de mesure et 
éventuellement un processus de reconstruction.

� u : image que l’on cherche à obtenir

� n : partie aléatoire du processus de reconstruction (bruit)
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Exemples
� Linéaires :

� H is a convolution : modélise les dégradations de l’appareil optique 
(diffraction, défocalisation, bougé, intégration sur les capteurs…)

� Opérateur de Radon pour la reconstruction tomographique
� Super résolution, échantillonnage irrégulier

� Non Linéaires :
� Diffraction inverse microonde, contrôle non destructif : équations 

de Maxwell
� Flot optique on observe u(x,t)et u(x,t+1) et on cherche δx tel que 

u(x+δx,t)=u(x,t+1)

…
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� Typiquement X=RMxM, X1=RPxP

� Inverser l’équation d’observation  H-1g = u + H-1n

� Minimiser

Problème inverse

( )∑
=

−=−
N

ji
jiX

HugHug
1,

2
,

2

1

X           X1
u g = Hu + n

Espace des objets 
à reconstruire

Espace des
observations
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� Quelles sont les normes, les bons espaces régularisant XJ adaptés 
aux images ?

� Quelle norme choisir pour le terme de données ?
� existence, unicité d’une solution ?
� Algorithme de minimisation ?
� Evaluation des résultats ?

Minimisation de critère

Terme d’attache 
aux données

Norme ou semi-norme
dans un espace
régularisant

( )uJHug
X

XXu J

+−
∩∈

2

1
min
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Continu/discret : notations 

2R⊂Ω sous-ensemble ouvert borné
variables continues : ( )xu

2N⊂Ω sous-ensemble borné de points discrets
variables discrètes : pixel i,j

( ) Mjiyjxii,j K,1,,,uu =∆∆=

( )xux

u

→
→Ω R:

niveau de gris au point x=(x1,x2)

g : image observée, dégradée de u
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CONTENU
� Introduction aux problèmes inverses : ex. déconvolution

� Problème mal posé

� Régularisation L2 
2

2

2

2
uHug ∇+− λ

� Régularisation non linéaire 
� Régularisation par Variation Totale

� Régularisation L2/L1

� Solutions dans l’espace BV et algorithmes

( )∑
=

∇+−
M

ji
ji

uHug
1,

,

2

2
ϕλ

� Et la transformée en ondelettes (TO) ?
� Régularisation dans  le domaine de la transformée en ondelettes
� Solution dans un espace de Besov et algorithmes

∑
=

+−
M

ji
jiuHug

1,
,

2

2
,ψλ

� Une nouvelle norme sur le terme des données
� Approche de Y. Meyer : décomposition d’image
� Critère et minimisation ∑

=

∇+−
M

ji
jiG

uug
1,

,
λ



8

Un exemple : déconvolution imagerie 
satellitaire

Observation par 
un capteur

H,n

scène
paysage

vérité terrain

u

Image
Observée

g

g = h * u + n
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Restauration

� Restauration : retrouver u à partir de g
�H = id → débruitage, 

�H = opérateur de flou→ déconvolution.

� Inverser est un problème inverse mal-posé.

Formulation matrice vecteur : 

� H peut être inversible, mais on a toujours instabilité de la 
solution par rapport aux données

nuhg +∗=

nHug +=
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Inversion

Image déconvoluée
sans régularisation

Y

Image floue

≠
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� La convolution discrète circulaire est transformée en un produit 
simple dans Fourier (conditions de bords périodiques):

� écriture matrice/vecteur

� Remarque : en pratique on utilise plutôt des conditions aux 
bords symétriques, donc on utilise plutôt une DCT.

Dans le plan de Fourier

n̂û.ĥĝnuhg +=→+∗=

{ } n̂ûλdiagĝnHug k +=→+=
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fe/2-fe/2

kλ

Analyse dans Fourier

� Les valeurs propres λk sont données par la transformée de 
Fourier de la PSF (fonction de flou) 

� Forme gaussienne, atténuation des hautes fréquences.

� ∃ k, λk =0, le problème en u a une infinité de solutions
� ∀k, λk ≠0, le problème en u a une unique solution, mais instable.

{ } n̂ûĝ += kdiag λ

k

k

k

k
k

n̂ĝ
û

λλ
+=
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� La solution des moindres carrés est celle qui résout le problème :

Moindres carrés

2

u
Hugmin −

( ) gHHHu *1* −=est

ĝ
ˆ

ˆ
û 2

*

h

h
est =

� Solution dans le domaine spatial

� Solution dans le domaine fréquentiel

( ) ( ) ( )∑
=

−=−−=−
M

ji
ji

1,

2
,

*2
HugHugHugHug
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Approche stochastique

� Dans l’approche stochastique, g, u et n sont considérées 
comme étant une réalisation des champs de variables aléatoires 
G, U, Nde dimension MxM.

� Le bruit n est blanc gaussien de loi N(0,σ 2 Id), donc  

( ) ( )

∑
=

×

==

−==

M

ji

t

t

MMNN

ji

PP

1,

22

2

22,11,1

,
nnnn

2

nn
exp

2

1
n,..,n,nn

où

σπσ
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Maximum de vraisemblance
� La vraisemblance est définie par la probabilité conditionnelle des 

observations g sachant u : P( g/ u)

� On cherche l’image u qui maximise la probabilité de vraisemblance 
c’est-à-dire l’image u qui maximise la probabilité d’avoir observé g, 
soit

si bruit gaussien : Maximum de vraisemblance = moindres carrés

( )g/umax
u

P

( ) ( ) ( )










 −

−=−==+==
2

2

2

Hug
exp

2

1
HugnunHugug

σπσ
PPPavec

2

u
2

2

u
Hugmin

2

Hug
exp

2

1
max −⇔











 −

−
σπσ
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Régularisation (Tikhonov)







 ≤− 22

2
Hug

1
u / σ

M

� Chercher une solution dans un ensemble de solutions admissibles :

� Choisir une solution régulière pour stabiliser le processus 
d’inversion : 

( ) ( )∑∑ −− −+−=∇=∇

∇

ji
jijijiji

ji
ji

uuuu
,

2
1,,

2
,1,

,

2

,

2

2

2

2
u

uu

umin

� Minimisation d’un critère (pénalisation) :
2

2

2

2
uHug(u) ∇+−= λE

Attache aux données Terme de régularisation
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Régularisation (Tikhonov)

� Equation d’Euler 0∆ug)(HuH* =−− λ

0
u =

∂
∂

n
r

(u)
u

J
t

−∇=
∂
∂ ∆uHu)(gH

u * λ
t

+−=
∂
∂

� Schéma dynamique : u(i,j,t)
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Résultat

Image originale @CNES

Image floue et bruitée
(@CNES, simulation SPOT5)

Une image restaurée
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CONTENU
� Introduction aux problèmes inverses : ex. déconvolution

� Problèmes bien posés

� Régularisation L2 

� Régularisation non linéaire 
� Régularisation par Variation Totale

� Régularisation L2/L1

� Solutions dans l’espace BV et algorithmes

� Et la transformée en ondelettes (TO) ?
� Régularisation dans  le domaine de la transformée en ondelettes
� Solution dans un espace de Besov et algorithmes

� Une nouvelle norme sur le terme des données
� Approche de Y. Meyer : décomposition d’image
� Critère et minimisation

2

2

2

2
uHug ∇+− λ

( )∑
=

∇+−
M

ji
ji

uHug
1,

,

2

2
ϕλ

∑
=

+−
M

ji
jiuHug

1,
,

2

2
,ψλ

∑
=

∇+−
M

ji
jiG

uug
1,

,
λ
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Norme l1 et l2
� Diminuer le poids des forts gradients dans le processus de 

minimisation : 
� remplacer la norme l2 par la norme l1. 

( ) ( )2

1,,

2

,1,,
,

,1

1

2

2

uuu

uHug(u)

−− −+−=∇∇=∇

∇+−=

∑ jijijijiji
ji

ji
uuuu

E

avec

λ

||.||22=16

||.||1 =4

||.||22=10

||.||1 =4
||.||22=4

||.||1 =4
||.||22=18

||.||1=6

� Normes l2 et l1 : un petit exemple en 1D. ∑ −−=∇
i

ii uu 11
u
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Régulariser et préserver les 
contours

( )∑ ∇
ji

ji
,

,u
α

Min
u

1<α 1>α

( )∑ ∇+−=
ji

ji
E

,
,

2
uHug(u) ϕλ

� On cherche u qui minimise E(u) :

)0( α<

� Zones homogènes                  régularisation       2)1( =<≈ ααϕ αt

� Contours                               préservation 1)1( =≥≈ ααϕ αt

1=α

ϕ fonction de régularisation
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Fonctions ϕ

ϕ non quadratique :
préservation
des contours
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Modèle explicite de contours

� Minimiser en u

est équivalent à minimiser en u et b  (b∈ [0,1]MxM)

( )∑ +∇+−=
ji

jijijiE
,

,

2

,,
22* bubHugb)(u, ψλ

( )∑ ∇+−=
ji

ji
E

,
,

2
uHug(u) ϕλ

variable auxiliaire bi,j :  0 = contour → arrêt du lissage
1 = zone homogène  → lissage

( ) ( ){ } ( )
t

t
bbbtt

b

ϕψϕ ′
=+=

∈ min
2

]1,0[
min
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� Minimisations alternées en u et b

Algorithme de minimisation

� u fixé minimisation de b
� b fixé minimum en u quadratique (gradient conjugué). 

� [P.Charbonnier, L. Blanc-F’éraud, G. Aubert, M. Barlaud, « Deterministic Edge-Preserving 
Regularization in Computed Imaging » IEEE Trans. On Image Processing, 6(2), 1997].
� [ G. Aubert, L. Vese « A variational method in image recovery » SIAM Journal of Numerical
analysis, 35(4), 1997 ].
� [A. Delaney, Y. Bresler « Globally convergent edge-preserving regularized reconstruction : An 
application to limited-angle tomography » IEEE Trans. On Image Processing, 7(2), 1998].

� Initialisation u0=0 ou u0=g

� convergence (en fonction de la convexité de ϕ)

( )
























∇

∇

∇
+−+= +++ 121*1 u

u

u'
)Hu(gHuu n

n

n

nnn divt
ϕ

λδ
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Saturn 
(Hubble 

telescope)

observed Wiener

edge
preserving b
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Nîmes, image originale 512 x 512 (@CNES)
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Nîmes, image dégradée: flou + bruit gaussien σ~1.4
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Nîmes, image restaurée, λ=0.5, δ=10
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Image originale

Image observée g Régularisation semi-quadratique
λ=0.5, δ=10

Régularisation L2
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Interprétation stochastique

vraisemblance : loi du bruit n=g-Hu
Bruit gaussien ∝ exp(-||g-Hu||2/2σ2)

loi a priori : modèle Markov 2D 

∝ exp(-Φ(U))

maximum a posteriori:

( ) )P()P(P ug/uu/g ∝ (Bayes)

[Hebert & Leahy 94, Green 90, Geman & Reynolds 92…]

( ) ( )∑∑ ∇+−
i,j

i,j
i,j

i,j λ uHug 22 ϕ

( )u/gmax
u

P
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Espace de minimisation ? 

� Un espace de minimisation contenant des fonctions qui peuvent 
avoir des discontinuités le long de courbes → BV

Espace des fonctions à variations bornées.

[Luigi Ambrosio, Nicola Fusco, Diego Pallara “Functions of bounded variation and free 
discontinuity problems“ Oxford ; New York : Clarendon Press, cop. 2000].

[Evans & Gariepy “MeasureTheory and Fine properties of functions” Studies in advanced 
mathematics, CRCPress, Berlin 1992]. 

� Critère en variables continues :

( )dxudxHug ∫∫
ΩΩ

∇+− ϕλ
2

( )xux

u

→
→⊂Ω RR2:
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Espace BV
� Le gradient est considéré comme une mesure et on calcule 

la variation totale de cette mesure. On la note

� Exemple 1D : u définie sur [-1,1] par 

alors                      et

( ) ∫
Ω

= DuuJTV





≤<
<≤−−

=
101

011
)(

xsi

xsi
xu

02δ=Du 2
1

1
=∫−

Du

1

-1
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� Exemple en 2D : χA une fonction caractéristique d’ensemble :

Espace BV

( )

)(

0

1

APerD

Ax
x

A

A

Ω
Ω

=


 ∈

=

∫ χ

χ
   sinon

si

A

Ω

1
0

( ) ∑∫ ∇==
Ω ji

jiTV uDuuJ
,

,
� En discret, ou si u régulière

� Alors…intérêt ??? 
� Bon espace de fonctions pour les images géométriques (cartoon)  
� Résultats d’existence et unicité de solution
� Nouveaux algorithmes de minimisation
[A. Chambolle “An Algorithm for Total Variation Minimization and Applications.”
Journal of Mathematical Imaging and Vision 20 (1-2): 89-97, January - March, 2004.]
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Exemple 

originale                                                   bruitée

régularisation                                                    régularisation
L2                                                               L1
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originale

régularisation L2 régularisation L1

Lignes de niveaux
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CONTENU
� Introduction aux problèmes inverses : ex. déconvolution

� Problèmes bien posés

� Régularisation L2 

� Régularisation non linéaire 
� Régularisation par Variation Totale

� Régularisation L2/L1

� Solutions dans l’espace BV et algorithmes

� Et la transformée en ondelettes (TO) ?
� Régularisation dans  le domaine de la transformée en ondelettes
� Solution dans un espace de Besov et algorithmes

� Une nouvelle norme sur le terme des données
� Approche de Y. Meyer : décomposition d’image
� Critère et minimisation

2

2

2

2
uHug ∇+− λ

( )∑
=

∇+−
M

ji
ji

uHug
1,

,

2

2
ϕλ

∑
=

+−
M

ji
jiuHug

1,
,

2

2
,ψλ

∑
=

∇+−
M

ji
jiG

uug
1,

,
λ
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• Domaine des ondelettes : Représentation parcimonieuse du signal

Transformée en ondelettes

∑=
kj

kjkjuu
,

,,, ψψ

( ) ( )ktt j

jkj −= −2
2

1
, ψψ

Dilatations et translations

∑∑∑
−∞=

+=
k

kj
u
k

J

j
nJ

n

J
n

j

cuu ,, ψφ

Approximation de u
à l’échelle J

Détails aux échelles 
supérieures à J
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Une décomposition 2D (Haar)



39

Débruitage par ondelettes

� Domaine des ondelettes : Représentation parcimonieuse du 
signal  → bonne séparation signal/bruit 

nug cccnug +=→+=

( )




≤
>

=
Tt

Ttt
tH

T si
si

0
θ� seuillage dur : TT−

H
Tθ( )gu cĉ θ=� Débruitage par seuillage : 

Le seuillage dur préserve les forts coefficients (supérieurs à T) = contours 
→ pas de lissage des contours. 

Les petits coefficients (inférieurs à T) sont mis à 0 : dans les zones où les 
transitions de l’image sont faibles, on fait une moyenne locale des coefficients 
bruités.
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Débruitage par ondelettes

� seuillage mou : ( )








≤
−<+

>−
=

Tt

TtTt

TtTt

tS
T

si
si
si

0

θ
TT−

S
Tθ

Les forts coefficients sont atténués de T. 
La fonction de seuillage est plus régulière (continue).

L’estimateur de seuillage est optimal pour le seuil                        , parmi 
les opérateurs diagonaux dans une base d’ondelettes.  
[D. Donoho I. Johnstone, 1994- ]

2log2 MT σ=



41

Interprétation variationnelle du seuillage
des coefficients en ondelettes

• Domaine des ondelettes : Représentation compacte du signal
→ Trouver u qui minimise

{ }0c

2
u#ug

≠
+− λ

{ }0c

2gu
u#cc

≠
+− λ

Solution : uopt = θλ(g) seuillage dur.

1

u2

2

gu ccc λ+−⇔

Solution : uopt = θλ(g) seuillage doux

1

u2

2
cgu λ+−

→ Trouver u qui minimise
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� La norme de l’espace de Besov B1
1,1 ([0,1]) est la norme l1

des coefficients en ondelettes :

� Utiliser cette norme pour le terme d’a priori correspond à la 
méthode du seuillage doux.

Espace de Besov B1
1,1

∑ ∑
+

−∞=

−

=

=
1 12

0
,,1

1,1

J

j m
mjB

j

uu ψ
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Débruitage par TO ou par TV?
� Pour le débruitage de g=u+n on considère la fonctionnelle à minimiser

||.||Y est la norme de l’approximation u de g dans un espace régularisant Y : 

BV, B1
1,1 …

On a

( ) YL
uug λ+−

Ω

2
2

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )1,01,01,0 1
,1

1
1,1 +∞⊂⊂ BBVB

� Pas d’espace optimal, dépend du contenu de l’image
� Nouvelles méthodes

� extension à la déconvolution, régularisation mixte 
[Mallat-Kalifa03, Demol-Defrise-Daubechies04, Figueiredo-Nowak04, Bect-Blanc-
Féraud-Aubert-Chambolle04,]

� décomposition sur un dictionnaire [Stark-Elad-Donoho05]
� décomposition géométrie/texture. [Aujol-Aubert-Blanc-Féraud-Chambolle-05]
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Deconvolution results

� Lena image blurred image blurred+noisy

Wavelet +TV regul.Wavelet regul. TV regul.
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Deconvolution results

Image blurred by a synthetic aperture optical system (with 4
lenses). Additive noise (σ=5% of the image dynamic).



46

CONTENU
� Introduction aux problèmes inverses : ex. déconvolution

� Problèmes bien posés

� Régularisation L2 

� Régularisation non linéaire 
� Régularisation par Variation Totale

� Régularisation L2/L1

� Solutions dans l’espace BV et algorithmes

� Et la transformée en ondelettes (TO) ?
� Régularisation dans  le domaine de la transformée en ondelettes
� Solution dans un espace de Besov et algorithmes

� Une nouvelle norme sur le terme des données
� Approche de Y. Meyer : décomposition d’image
� Critère et minimisation

2

2

2

2
uHug ∇+− λ

( )∑
=

∇+−
M

ji
ji

uHug
1,

,

2

2
ϕλ

∑
=

+−
M
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jiuHug

1,
,

2

2
,ψλ

∑
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∇+−
M
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jiG

uug
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,
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Décomposition d’image

vug +=

Supposons qu’on ait une image g (sans flou) que nous voulons
décomposer en deux parties:

[Yves Meyer: Oscillating patterns in image processing and in some 
nonlinear evolution equation, 2001].

Géométrie Texture+Bruit
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Modèle par TV 
[Rudin Osher Fatemi 1992]

� Débruitage d’image par TV

� Ce problème est équivalent à

� v = g - ureste de l’image observée moins la partie BV, doit 
contenir les textures et le bruit

� Remarque de Y. Meyer: la norme L2 pour v n’est pas adaptée 
et ne peut pas capturer les oscillations dans le processus de 
minimisation.

( )
( )







 +−

Ω∈
uJug TV

BVu

2

22

1
inf

λ

( ) ( )
( )







 =++

×Ω∈
gvuuJv TV

LBVvu
,

2

1
inf

2

2, 2 λ
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Le problème posé par Yves Meyer

� L’espace G et la norme associée sont définis par

( )
( ){ }gvu,vuinf

vu,
=++

×∈ GTV
GBV

J α

{ }

( ){ }XXdiv

divXXXG

G
×∈===

=×∈∃∈=

∞ 21 w,www,/vwinfv

wvw/v quetel

( ) ( )22
,

21
,,,

,
wwwwmaxw jijijiji

ji
+==

∞
où
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Exemple 1D (variables continues)

( ) [ ]( )

( ) [ ]( ) N

N

∈∀=

∈∀=

n
n

nx

nnx

G

L

1
sin

sin

,0

,02

π

π π

� Les fonctions de G peuvent être très oscillantes avec une petite 
norme ║.║G. 
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Exemple 2D (variables discrètes)

Images

texturée

géométrique

TV

1000 000

64 600

L2

9500

9500

G

360

2000



52

Calcul numérique

� Calculer la norme G est difficile à cause de la norme L∞

qui est non-différentiable.

� Plusieurs algorithmes récents, dont : 
� [Vese, Osher… 2003-] approximation de la norme G ou définition

d’autres espaces,
� [Darbon, Sigelle 2005] approche par ensemble de niveaux et  

technique de graph-cut, 
� [Goldfarb, Yin 2005] second order cone program et technique de 

point intérieur.
� [Aujol, Aubert, Blanc-Féraud, Chambolle 2005] une solution pour 

la minimisation obtenue par dualité et projection.
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Décomposition de Barbara

composante u ➔

avec la norme G avec la norme L2

composante v ➔
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Exemple sur des textures

Image originale g composante v 

Résultats de classification 
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Restauration d’image RSO

Image RSO 
CNES-CESBIO

λ=0.1, µ=30 λ=0.1, µ=40
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Conclusion

� Quel est l’espace Z (et la norme) à utiliser à la place de 
L2, pour modéliser les textures et/ou le bruit dans un 
algorithme de restauration ?

� Quel est l’espace Y (et la norme) à utiliser pour la 
régularisation ?

� Interprétation stochastique : estimation des paramètres ?
� Analyse théorique du problème de minimisation ?
� Algorithmes de minimisation ?
� Évaluation, analyse des erreurs ?
� Et le multispectral / hyperspectral ?

( )uJAug YZ
+−
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