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f(x) une fonction (inconnue) définie pour z € X C R¢

A partir de couples (X;, f(X;)), i = 1,2... on va construire
un modele 7n(-) de f(+).

On notera 7, (-) la prédiction construite a partir de

(X, f(X5)),i=1,2...,n (n nest pas forcément fixe a priori).

Différent objectifs sont possibles :
[] exploration : 7,(-) doit approximer f(-) le mieux

possible sur X

[] optimisation :
— utiliser n,(-) pour determiner arg max,cx f(x)

[1 inversion : on souhaite pouvoir associer a tout y un x
tel que n,,(x) soit proche de y

Séminaire SIS — 05 juin 2008 — p.3/3'



Rq : on peut avoir m fonctions f;(-),i=1,...,m:
0 — optimisation multicritéres . . .

Préciser l’objectif est un préalable indispensable a la
construction d"un plan “optimal” !

Pour [ le choix des X; ne nécessite pas de modele
particulier (remplir X suffit), mais O et [J ont besoin d’un
modele pour f(-)

Aussi, pour [J et O il semble clairement préférable de placer
les points sequentiellement

o
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1C€ SOPHIA ANTIPOLIS

IT) Non séquentiel ou séquentiel/adaptatif’

Exploration non-séquentielle, sans modele :

propriété de remplissage
d'espace (“space filling”) ~
— distance maximin ou
minimax [Johnson et

al., 1990], hypercubes
latins [Morris & Mitchell o
1995]... ol
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Non-séquentiel, avec modele : pour [J (objectif =
exploration), critere = maximum ou moyenne sur X de
I'erreur quadratigue moyenne de prediction (EQM) ...

Disposer d’une EQM suppose un modele 7(-)
... et sion dispose d'un modele, on peut utiliser un plan
adaptatif (construit pas a pas)

— Probleme central : comment prédire 'incertitude en un
point x non encore exploré ?

o -
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ITT) Paramétrique/non paramétrique I

(Eviter d’utiliser une approche paramétrique dans un
contexte non-paramétrique !)

Modele paramétrique, contexte stochastique :
f(X;) = n(X;,0) +¢;, 0 estimé par MC

o" — arg min % Z[f(Xz) — (X, 9)]2
i=1

et prédiction a étape n |n,(x) = n(z,0")

o
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fContexte stochastique classique : (g;) I.1.d. de moyenne O et

variance o2, (X;) i.i.d. avec mesure de probabilité ¢ sur X
= (assez facilement . # € © compact, n(x,d) continue en 6

pour tout z) 6" 25 @ et (régularité de 7(z, -))

V(0" —0) S ¢ ~ N(0,0° M1 (€,0))

avec M(&,0) = [ 8’7 < 9) a%;Te) ¢(dr)

Quialité de la prédiction 7, (z) = qualité de I'estimation 6",
mesurée par ®[M(¢, 0)] (®(-) croissante, concave .. .)

Par exemple, D-optimalité : mesure de probabilité £}, sur X
Lqui maximise log det|M(&, 6)]
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fgg ? — algorithme d’optimisation, ou séquentiellement :

Soient 0 fixé et X, ..., X, fixés (tels que M(&,, 0) de rang
plein) et &, = mesure empirique de X1, ..., X;. Choisir

on(x,0)

on(x, )
—
Xj+1 = arg max Y.

TEX aHT M_l(gkv (9)

o

k>

assure M (&, 0) — M(&7,0), kB — oo [Wynn, 1970]

Probleme : £*(0) a p(p 4+ 1)/2 points de support au plus (Th.
Caratheodory), et souvent seulement p, avec p = dim(6)

= &, n'est pas “space filling”
— On ne detectera pas forcement une erreur de modele

Séminaire SIS — 05 juin 2008 — p.9/3'




fTh. équivalence de Kiefer-Wolfowitz (1960) :
£* maximise log det M (&, 0) (= D-optimalité)

& & minimise max,c y 3778(5;9)1\/[—1(5’ 9) 877((9:2,@

— max,cy de la variance (asymptotique) de 7(z, 6")
(= G-optimalité)

Si modele linéaire : biais =0
et £ minimise max,cy EQM prediction

Pour I'intégrale de 'TEQM

on(x,0)
00’

on(z,0)
00
on(x,0) On(x, 0
trace _M—l(g,e) /X ng’; ) ”5)(;’; ) (d)

L — trace [M1(¢,0)M(y, 6)]

M™(&,0)

IEQM(E.0) = /X u(dz)
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fl\/llnlmlser TEQM (&,0) = A-optimalite — Algorithme :

M (6, )M, 6)M (g1, ) 70

0

Retour a la D-optimalité : i
Il faudrait maximiser log det| M (&, 6)] et pas log det|M(&, 6)]
pour un § ad’hoc — on ré-estime 6 a chaque étape :

Xpt+1 = arg maXyexy 8%(6513T9) Ok (f 9k>angg f) 6% k > ko (1)

Convergence de 6% vers 6 et de M(&, 6F) vers M(¢*, 0) pas
prouvée en géneéral, mais jamais mise en
defaut. . . (probleme toujours difficile : (X;) pas i.i.d.)

o
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fOn sait dire des choses en bayesien (Bayesian imbedding)
[Hu, 1998],
ou pour MC en perturbant la séquence (X;) par une

sous-séquence déterministe suffisamment excitante [Lal,
1994],
ou quand X est fini [P, soumis]

Pour maximum de vraisemblance 67,
S w1 Vglog o(Y;| X5, 6) = martingale [Chaudhuri & Mykland,
1993, 1995; Rosenberger, Flournoy, Durham, 1997]

o
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MC pour modéle linéaire Y; =t 0 + &; (r; = r(z;))

Fi. = o-algebre engendrée par ¢4, ..., ¢

e €st F_1 mesurable, IE{e;|F;_1} = 0 et IE{e%|Fp_1} <

M, = > i rr) (= nM(E))

Alors, M1 — O suffisant pour 6" 25 4 si (r;) déterministe
(et N & S si (g;) i.i.d.) [Lai & Robhins, 1978, 1979]
mais pas suffisant si r;, est F,._;-mesurable

S

CS : Mnin(M,,) 25 00 et [log Mmax (M) = 0[Amin(M,)] P.S.,
5 >0 [Lai & Wei, 1982]

Pour un modele non linéaire : [Lal 1994] donne une CS
... qui donnerait en linéaire :

LAmm(Mn) 2% 00 et Amax(My,) = O[N. (M,)] p.S., 1 < p < 2

min
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Modélisation d’un code numérique :

En considérant gue modele non paramétriqgue = modele
paramétrique avec beaucoup de parametres, on pourrait
penser utiliser (1) dans un cadre déterministe avec une
fonction d’approximation pour modele n(x, 0) (réseau de
neurones, RBF...)

Rq: (1) — X, ou la variance de la prediction a I'étape &

est maximale

Quelgues exemples de difficultes . ..

o -
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fEx. 1: RBF n(x) = ?:1 0;K(x — N;) (par ex. K(-) gaussien)
— modele linéaire a p parametres
p =5 fixé, Ni,..., Nsfixes, (Xq,...,X5) = plan D-optimal
puis X, la ou la variance de la prédiction est maximale
(ce qui suppose f(X;) =n(X;)+e&;...)

35

3+

25

— pas d’exploration :

le plan reste concentré en .
p points. On peut essayer =i
de faire croitre p avec n L
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Prenons p croissant (structure variable) :
Ni,...,Nset(Xy,...,X5) comme précédemment

puis X;,1 au point de variance de prédiction maximale et
N;11 = X;11 (sl ce N pas déja présent)

35

3
25

2+

— pas beaucoup plus /
d’exploration : le plan =
reste concentre !

L 4 o6 08 1 12 14  1s 1 N
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Le probleme n’est pas lié au choix de n(z, ) : mémes
difficultés pour polyndmes, ou “fonction universelle” du type

0204
1+ 67 — cos(6a 1)

cos|exp(t)] dt + 03

xr-+601
1z, 0) = fu(x.0) = /0

pour § = (a,b,c,d) € R*, d >0

— famille dense dans C(Z) pour tout intervalle compact Z
de R, avec C(Z) = espace de Banach des fonctions
continues borneées sur l'intervalle Z C R pour la norme

| f|| = sup,er | f(2)], [Boshernitzan, 1996]

o

Séminaire SIS — 05 juin 2008 — p.17 /3




CCCCCCCC

-

AAAAAAAAA

— pas
d’exploration

reste concentré

Ex.2: n(x,0) = f0x+91

0204

1+6%—cos(02 1)

vraiment
le plan

1

0.6

051

0.4

coslexp(t)| dt + 03
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f—> Changeons la facon de prédire l'incertitude en z !
Ex. 1 (suite) : RBF avec Bootstrap et Leave-One-Out
[Gazut, Martinez, Issanchou 2006] :

77(2)(%9(@)) — Z] 1 ];éze K( NJ)
— variance V,(z) des n prédictions 5% (z,6;)) (MC)

— observation en X,,,; = argmax; Vy,(x) €t Ny11 = X1
(si pas déja présent)

— exploration ... mais dif-
ficile de dire pourquoi ca
marche !

o

02 04 06 08 1 12 14 16 L8 2
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=
IV) Processus gaussien & krigeage'

Modele : f(z) = 8+ Z(x,w) avec Z(x,w) réalisation d’un
processus gaussien stationnaire au second ordre,
E{Z(z,w)} =0, E{Z(z,w)Z(u,w)} = 0° C((x — u),0) (ici, 3
et o2 inconnus et 6 fixé)

BLUP enz: | ny(z) = v (2)y, |oU
® yn=(f(X1),..., f(Xn)'
® v(z) minimise E{(v'y, — [3+ Z(z,w)])?}

# sous la contrainte IE{v'y,} = 3>, v; = E{f(2)} =3
(cad., > v =1)
|
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@ ,,,,,,,,,,, %
fPredlctlon N () = B” 1 Cg(aj)cgl(yn - Bnl)
EQOM :
— - -1 r _
C, 1 C
pu(w) =0 | 1= ey () 1] | 7 nix)

avec {Cp}ij = C((Xi — Xj),0), {cn(2)}i =

B = (1TC;1yn)/(1TC 11) (WLS) etl1=
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o = pn(X;) =0,i=1,...,n — interpolateur

Extensions : 3 — 3'f(z) (krigeage universel)

loi a priori sur 3 et/ou ¢? (krigeage bayesien)

— loi a posteriori pour f(z) normale N (n,(z), pn(x)) Si o2
connu et a priori sur S peu informatif

Pour objectif [] (exploration) :
Plan non séquentiel :
—miny, . x, MaXycx pn(z) (« distance minimax)

—miny,  x, [y pn(z)7(dr)

— Max. entropy sampling : maxy,. . x, det C, (« distance
maximin)

...assez compliqué

Plan séquentiel : | X, 1 = argmax,cx pn(x)

o
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M % R
fEx. 3 : Krigeage
Méme données que pour Ex. 1, modele : f(z) =38+ Z(z,w)
avec IE{Z (z,w)} =0, E{Z(z,w)Z(u,w)} = 0* C(|lx — ul,0) (3
et o2 inconnus et 6 fixé)
X,,11 au point de variance de krigeage maximale

35 T T

5
3 IK
. 1
— exploration o
. S 4
(9 points seulement) A

15 /

\ /
N /
\ /
, N
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fPour objectif J (maximisation) : maximiser I'expected
improvement EI(z) = [ [V —max; Y;]on(Y]z) dY avec

max; Y;
©on(-|x) la densité de N (n,(z), pn(z)) [Mockus 1989,
Schonlau et al 1998]
(par ex., rechercher le maximum de E(x) dans les
“triangles” d’une triangulation de Delaunay des X; [Bates &

P, 2002])

Pour objectif I (inversion) :

— associer a tout y un x tel que 7, (z) soit proche de y
miny, . x, E{max, min, IE{|| f(z) — yH2|X1, Yi,.... Xy, Yot}
ou

minXb---,Xn IE{f min, E{Hf(x) - yH2’X17 Yi,..., X, Yn} :u(dy)}
...assez compliqué !

o
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— maximiser une mesure de dispersion des Y;

1. ¢, , estimateur a noyaux (gaussiens) a partir de
Yi,...,Y, ety, prochaine observation en x

2. entropy de Tsallis d’ordre 2 de ¢, ,
Hopy=1—[¢; (1) dt
3. Xp41 = argmax, ]E{HQ,n,y} pour y ~ N(ﬁn(x), pn(T))

Tout cela se calcule (car Tsallis d’ordre 2 + gaussien)
[These de R. Bettinger, IFP]

o -
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| I'lice sopmia anTIPOLIS

V) Un objectif peut en cacher un autre.... I

# Modele paramétrigue : prédire < estimer 6

# Modele non parametrique (krigeage) : on a suppose ¢
connu ...

Estimation de 3, 02 et 6 par maximum de vraisemblance
(processus gaussien) :

gr(0) = (11 G (O)ya)/ (1T CH(O)T)

G5(0) = 5 lyn — 67(0)1] "CLH(0)[yn — 8™(0)1]

et 07, = argming det[62(0)C,,(0)]

— le plan d’expériences a une influence sur la précision de
Ll’estimation de ¢
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fnz{z (2.0)Z(uw,w)} = 02 C((x — u),0), avec C(t,0) \, 0 pour

Soit /,,(v) la log-vraisemblance, v = (5, a) = (5,02, 0)
(a = (0%,0) et Cp o = 0°Cp(0))
e | les X, sont dans un domaine de taille croissante

Uy, est consistant et M,/ 2( v) (Vi — V) LN (0,T) avec

B o mn(ﬁ) OT
M, (v) = E{[0l,(v)/Ov] [l,(v) /Ov] '} = ( 0 M,(a) )
mn(B) = 1TCna 1, M, (a)];; = %trace [Cn}a @gg;a cﬁ,}l aggj,a]

LSi on s’intéresse a la précision sur o : maximiser det M,, («)
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Quelle influence sur la prédiction ?
Prédiction par substitution 7, (z, 7};,,) — quelle EQM ?

Si o connu, E[(f(z) — na(z,v)]> = pn(x) = pp(z,v)
DL au ler ordre :

ou(x)

]E[(f(flf)—ﬁn(xwﬂv)]z = pn(z)+trace 1\717;1(04) B na o T

avec u(z) = C.lc,(x)

On peut aussi prendre en compte l'influence sur p,(z, v})
...[Zhu & Zhang 2006]

o
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e | les X, sont dans un compact (infill asymptotics)

0%, Pas toujours consistant (mais effet compensé sur la
prédiction — loi de Jeffrey)

— prendre en compte seulement les parametres
micro-ergodiques

h(6) micro-ergodique : V0,60’, h(0) # h(0'") = Py L Py
(mesures gaussiennes : Py = Py ssi A(t) = C(t,0) — C(t,0")
est plus réguliere en zéro que C(t,0) et C(t,0") [Stein 1999])

Ex: C(t,a) = a1 exp(—aslt|), t € [0,1]
Vn(dido — ajas) < N(0,2(ar09)?) et a1as microergodigue

L[Ying, 1991]
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| VD) Quelques résultats asymptotiques I

Régression non-paramétrique : Y; = f(X;) + ¢
f e X(8,L) (Holder) sur [0,1] : fO(.) existe, I = | 5], et
O (@) = fO)] < Ll — /|7, Vo, 2/

Estimateur localement polynomial d’ordre I:

én(az) — arg min [Y;;—@TU (th x)] K(th :1;)

Ut) = (1,t,t%/2,...tH/inT
fulz) = UN0)0n(z) = {On(x) }

L: généralisation de Nadaraya-Watson (ordre 0)
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Majorations du risque maximal :  [Tsybakov, 2004]

limsup sup sup E{U 2|f.(z)— f(z)*} < C <
n—oo  fed(B,L) x€(0,1]

avec V,, = n T (pour h = h,, = cn‘ﬁ, un noyau K (-)
convenable, des X; déterministes et convenablement
repartis sur [0, 1], des ¢; 1.i.d.)

Aussi, pour la norme || - [|so,

limsup sup  E{,?||f(z) — f(2)[|5%} < C < o0
n—0oo  feX(,L)

Lavec U, = (log n/n)%% (pour h = h,, = c(logn/n) BT )
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ldem sur des classes de Sobolev W (3, L) (ou périodiques
Wwrer(s, L)), B entier :

F8=1(.) absolument continue et [, () (z))? dx < L2
(périodique : fU(1) = fU)(0), j=0,1,...,8—1)

Estimateur par projection (sur la base trigonomeétrique —
Fourier)

limsup  sup  IB{W, | fu(x) — f(2)[3} < C < o0
n—o0 feWper(@,L)

__8_ 1
avec V,, =n 261 (pour N = N,, = cn?s+1 ,..)

ldem sur W (g3, L) avec base d’ondelettes
LEn dimension d, 26+ 1 — 23 +d
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m

N

— 3 plus grand : vitesse bornée par n—1/¢, limitation due a la

nive

MNice

L Y, @ CENTRENATIONAL
Tsite DE LA RECHERCHE
SCIENTIFIQUE

sssssssssssssss

Et en séquentiel (apprentissage actif) ?

IR. Catro et al., 2004] : minoration du risque minimax et
methodes optimales

1) Stratégie de placement des X, passive ou active (X;
peut dépendrede X4,..., X;_1etYy,....Y,_1)

2) classe PS de fonctions "lisses par morceaux"

En passif :

infsup B{|fa(2) — f(2)[*} > emax (-7, 07
(fn,Sn)passive fEPS

(en oubliant les log n)

— G petit (< 1/(2 — 2/d)) : la discontinuité ne rend pas le
probléme plus difficile (borne en n~75+4)

Iscontinuité
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inf  sup  B{|fulx) — f(2)|P} > en” T

(fn’sn)active fez(ﬁ)L)

= actif pas mieux que passif sur (5, L)

Cinf sup IB{||fn(z)—f(2)|?} > cmax (n—géfid,n—l/(d—l))
(fn,Sn)active fEPS

d — 1 = dimension de la discontinuité

Algorithmes (a base de partitions dyadigues récursives)

atteignant la borne (uniformément sur la classe de

fonctions en passif). Peut-on faire mieux ? Rui Castro
Lconjecture gue non ...
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niversité

°

VII) Quelques questions I -

[Zhu, Zhang 2006] : objectif O (prédiction), que faire
pour un autre objectif ? (optimisation)

approche bayesienne
|Yn f@p “9 Yn) (‘9|Yn) dt) — ?

non-stationnarité ?
probleme tres general : travailler en séquentiel signifie

perdre I'indépendance, peu de resultats asymptotiques
(X fini simplifie la situation en paramétrique avec
erreurs de mesure, mais n'a pas beaucoup de sens en
non parametrique sans erreurs — on va observer
partout !)
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iC€ s0PHIA ANTIPOLIS

Résultats asymptotiques un peu "décevants" :

- le séquentiel (actif) n’apporte rien pour une fonction lisse
- Il faut n grand

Le choix de méthodes performantes pour d grand et n petit
est encore ouvert

Avec krigeage : placer des points pour remplir 'espace
(objectif = prédiction) et d’autres pour estimer 6
(covariance)

— peut étre fait non-séquentiellement

— quelles performances asymptotiques, sur quelle classe
de fonctions ?

o -
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