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Motivation
Collaboration avec Median Tech (Sophia Antipolis)
» Systeme d’'aide au diagnostique du cancer du poumon
» analyse de clichés radiologiques

» caractésrisation de régions suspectes par un ensemble d’attributs
()—(’k c §Rd2104).
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Données fournies par Median
Deux classes : Sains et Malades
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Données fournies par Median

Deux classes : Sains et Malades
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Données fournies par Median

Deux classes : Sains et Malades
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Données fournies par Median

Deux classes : Sains et Malades
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Nos objectifs

v

Faire une analyse des données utilisées actuellement
(redondance, suffisance,...)

Comprendre les limites de performance qui peuvent étre
attendus

Permettre apprentissage incrémentale
Faire un classifieur plus performant que I'actuel (SVM) ...

v

v

v

v

Travailler sur 'apprentissage statistique (!!)
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LClassification

Approches au probléme d’apprentissage de
classifieurs

{Asains= Amalades} —?

1. Apprendre la fonction de décision (e.g. SVM - Support Vector
Machine)
Apprendre les régions de décision

? = .
? = Rsains> Rmalades
Xk € Rgging = X« € 8ains Xk € Rypglages = X« € malades

2. Apprendre les caractéristiques (distributions) de chaque classe
Apprendre les densités de chaque ensemble de données

? = Psains (X): Pmalades (%)
Psains (%)
Pmalades (%)

Psains (%)

—— >y = Xk € sains
Pmalades (X¢)

< v = Xx € malades
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- Classification

Avantages de la modélisation des classes
(approche 2)

vV v v v

outlier detection
Interprétabilité
analyse de performance

apprentissage incrémentale (e.g. augmenter le nombre de
classes considérées)

pas de contraintes imposées a la géométrie des régions de
décision

pas de définition a priori des variables de décision (comme pour
les méthodes a noyaux)

mesure de la confiance dans la classification
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Le probleme

A={X... %}, xR = p(X)
Difficultées

> d>1

» variables continues
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LEstimatiun de densités de probabilité

Identification de densités dans des espaces de
grandes dimensions

vV v v v v Y

méthodes a noyaux (vitesse de convergence (minimax) trés lente )
modéles de mélange(semi-paramétriques, méme probléme)
“projection pursuit”

log-spline models

vraissemblance pénalisée

“sparsity arguments” (dans les variables, et/ou dans des fonctions
paramétriques des variables)

> Kkd-trees
» imposer une structure de (in)dépendance statistique (factorisation)
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LCaraclérisatiun de Dépendance Statistique

Objectif

“Divide and conquer”

q
p()'(’):p(x1,...,xd):Hp(xﬂ,...xﬂziﬂ/,’)

i=1
ou

» {x',..., 79} est une partition de {1,...,d}

> Vi Upsm
Si ¢; < d nous devons résoudre (plusieurs !!) problemes plus

simples, au lieu d’'un seul probléme trés complexe.
Possibilité d’'identifier des composantes non-informatives
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Naif Bayes

Cas extréme :

d

p(x) = [ p(x)
i=1

V=0,

’/T’:X,'.

Admet que toutes les observations sont statistiquement
indépendantes
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érisation de Dép

Modélisation de la dépendance statistique

» Réseaux Bayesiens

en général p(x,.i|V;) est modélisée paramétriquement
structure de dépendance (cliques) imposée
algorithmes gloutons
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Lec

Indépendance statistique

Mesure universelle d’indépendance : I'information mutuelle

I(X;Y) = / / p(x,y)log p’()( )p}(/ )) dx dy = D (p(x, y)llp(x)p(y))

I(X;Y) =0 < X statistiquement indépendant de Y

Invariante par rapport a des transformations 1-to-1.
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LCaraclérisatiun de Dépendance Statistique

Tests d’'indépendance

(%1, 1. %0} {V1, 1., Jn } — X indépendant de Y ?

Ziodoo o X Y AV P — 1K Y)
» Variables discrétes
algorithmes rapides basées sur des tests locaux de
équi-distribution
» Variables Continues (Correlation de Pearson, Spearman rank
correlation, Kendall’'s tau, Hoeffding...)

» Indépendance versus indépendance conditionnelle
coefficient de correlation partiel - correlation des erreurs de
modeles de régression
test basé sur les propriétés d’uniformité et indépendance des
copula (partielles) u(x, y) = Pr{Y < y|X = x)}
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L Estimation de I'i

Définition

Information mutuelle :
I(X,Y) = H(X) + H(Y) — H(X,Y) > 0
avec H(X) entropie de la variable X et H(X, Y) entropie conjointe du

couple (X, Y)
Si X est indépendante de Y alors /(X,Y) =0
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L Estimati de P'i

Loi normale

Soit X € R4 X ~ N(m, X) alors

~—

H(X) =

N Q

(1 +log(27)) + 0.5log(|Z])
Casd=2

y — [ o Poxzoy]
POXOy gy
I(X,Y)=0.5log(1 - p?)

.......... =




[
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Estimation d’entropie

Estimer | = estimer H

(X, Y)=H(X)+ H(Y) - H(X,Y)
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L Estimation de I'i

Estimation de I'entropie

Observations : Xi,..., X, et yi,..., Vn
Modeéle : fx(x) € M

» Estimation paramétrique
M= {f(x,0),0 € Q}
» Estimation non-paramétrique
M = {f(x), une loi suffisemment réguliere}
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LEstimation de l'information mutuelle

Estimation paramétrique

M ={f(x,0),0 € Q}
Il faut estimer les parametres 6 de la loi

Exemple :

fx(x) exp(—0.5(x)'= " (x))

1
|2nx)1/2
alors TUMVUE de I'entropie est

. d 1 N1
H(X) = 5 log(er) + 5 log |V| - O.SZw(T)
i=1

avec V=XX"ety = W@:z la fonction digamma .
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- Estimation de I'information mutuelle

Estimation non-paramétrique a noyaux
Estimation non-paramétrique de la densité

hd Z <x x,)

ol K(-) est un noyau tel que [ K = 1 et possedant propriétés de
régularité.

Drawbacks :

» complexité quadratique (si utilisé naivement) dans le nombre
d’échantillons

» curse of dimensionality : la complexité est exponentielle dans la
dimension de I'espace



[

Identification de structures de dépendance statistique
i i de I'i

Estimation non-paramétrique a noyaux

Plusieurs estimateurs "plug-in
I:I:—ff x) log F(x)dx
» A= " log fi(x;)

avec ?—i( ) m 2771,1;61 K(

X—X;
1)
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- Estimation de I'information mutuelle

Choix de h

La forme du noyau, K(-) n'est pas primordiale.
Le choix du parametre d’échelle h est critique en particulier pour
I'estimation de la densité conjointe

Densité estimée N=100, p=0.99

Densité estimée N=100, p=0.5

Densité théorique p=0.99

En général : cross-validation —> complexité croit linéairement avec

1A mAaralhhra AA vislaiive AAa B o AAarme A A A e
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- Estimation de I'information mutuelle

Estimation de la densité
Critere :
MISE(h) = / E[(h(x) — F())] = / Var[f(x)]dx + / Bias{7,(x)]dx
avec Bias[fy(x)] = (Kp * f — f)
Pour que I'estimateur soit consistent il faut que

h— 0 et hn — oo lorsque n — co
Le h minimisant le critere asymptotique lorsque X ~ normale est

h = 6yn1/(d+4)

Mais ce choix est-il adapté a I'estimation de I'entropie ? NON
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LEstimation de l'information mutuelle

Loi Normale Bidimensionnelle
Pour une loi normale bidimensionnelle et un noyau gaussien on peut
montrer que le paramétre h optimum est
h/* _ 0_,,(1 _p2)5/12(1 +p2/2)—1/6n—1/6

et
AMISE® = 2 (0102) (1= 2)%/°(1 + 7/2)!/*n 2"

donc
AMISE* — oo lorsque p — 1

C’est génant!!
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Choix de h pour I'estimation d’entropie

Une solution est donnée par Hall et Morton 1993 pour le choix de h.
lIs proposent de chosir le h qui minimise

N 1 A
Fip= - —log - (x)

i=1
lls montrent que théoriquement
Hyp = H+ (Cy(nh?)=1+@/a) o Coh*) + 0p(Cy(nh9)~1+@/2) 4 Coh%)

« étant un parametre lié a la vitesse de décroissance de la queue de
laloi fet H=—1%""logf(x;).

Cette étude montre que les queues du noyau K(-) doivent étre au
moins aussi lourdes que celles de la loi f(.)
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LChoix de h pour I'estimation d’entropie

Résultats de simulation )
Résultats pour 10 réalisations de x; = yZ + y2, ¥, <N (0,1),i=1,...,200

true
Hall
density

2 *
*
*
18 #
o kE
18 g
+
17
18
05 [] 05 1 15 2 25 3

valeur exacte de I'entropie
rouge : estimées avec la valeur de h qui minimize Hj,
magenta : valuers de I'entropie choisis par la regle optimale pour des
variables normales

Note : Des test sur des variables avec d’autres distributions confirment la
suprémacie de cet estimateur.
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pproximati par

Histogrammes de bins variables

Pour des densités de support borné
X € [a, b]
nous avons considéré le modeéle (histogramme avec “bins” variables)
p(x) =i €[ 1,8],i=1,... M

ol Ciy1 > Cj, G = aet ¢y, = b (connus).
Un estimateur de I'entropie est obtenu par I'approche “plug-in” :

Fi= Hp()]
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L Approximatit par

MDL

Maximum de vraisemblance pour les parametres {M, {c¢;}, {vi}}
= M=m<n

et une densité discrete dans les m valeurs distincts des données.
Nous avons considéré la pénalisation de la fonction de
vraissemblance par la version assymptotique du MDL

1 R k(M
C(X,M) = —ElogplvH— (2 )Iogn

ou k(M) = 2(M — 1) est le nombre de paramétres “libres” du modéle.
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L Approximatit par

Résultats
Variable normale tronquée a l'intérieur de l'intervalle
unitaire(a > 0,b < 1)

Monte Carla samples of the MDL estimator

sty f/i*/_/i‘g
: T

Py
T
*
5

7
i
K

i

n
0 1000 2000 3000 4000 6000 GDOD 7000 600D
sample size

Algorithme de programation dynamique (on peut démontrer que les
points ¢; doivent nécessairement co incider avec une des
observations) Version sous-optimale : si n > 1 nous considérons un
sous-échantillon des données (ici de taille 500) comme candidats
pour les limites des intervalles.
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pproximati par

Résultats

Evolution du nombre d’intervalles (M)

Nurmber of bins

+
12 +
" + +
0 + +
9 + + +
8 + +

7 + + +

Bf++ +

Bl++ +

40" i 00 00 A0m B0 Booo o0 aom

sample size

N
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Résultats

Densité estimée (example)

M= B H=-1.00833

N
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par

MDL-NML

Note :

une meilleure performance doit étre obtenue avec la pénalité
MDL-NML (Normalized Maximum Likelihood)

P(M) = log /X Pu(X) dX
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