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Résung - Nous proposons ici de g@senter des techniques de ré&sentation de l'information qui
pourraient bien ouvrir de nouvelles perspectives dans lesndines du traitement du signal et de I'auto-
matique. Et plus particulerement pour aborder difremment les prol@mes ecurrents d’identification,
de prise de dcision, de fusion d’'information, de maglisation, ...

Mots-cE - mesure de confiance non-additive, probal@itmprécise, possibilé, fonctions de croyance.

I. INTRODUCTION

Dans nos domaines, le modele de représentation de hird#ton le plus frequent, explicitement ou im-
plicitement, est la mesure de confiance additive, ou poueipplus simplement, la mesure de probabilité,
continue ou discrete. On la retrouve certes dans les guoeé de filtrage statistigue comme le filtre de
Kalman ou les filtres particulaires, mais aussi sous-jaec@ta modélisation de la réponse impulsionnelle
des capteurs, a I'analyse de Fourier ou dans les décotigmssin ondelettes. Cette représentation de
l'information est tellement ancrée dans nos habitudesmues avons du mal a nous en défaire, préféerant
souvent tordre et complexifier les modeles que nous utidiguutdt que de la remettre en cause.

Depuis une quinzaine d’années pourtant, sous I'impuldemtravaux de Walter et Jaulin [11], se sont
développées de nouvelles approches autour d’'une eped®nN alternative de I'information que sont les
intervalles. La principale qualité de cette représémbagst qu’elle nécessite une connaissance moindre du
phénomeéne étudié et que son utilisation est plus reb&isine mauvaise modélisation que celle utilisant
une distribution de probabilité. En ce sens la modélsapar intervalle integre une méconnaissance
partielle du modeleur. La contrepartie en est souvent ungoae spécificité des informations extraites.
Ne serait-il pas possible de passer de maniére continug rgpiésentation probabiliste a la représentation
intervalliste ? Ne pourrait-on pas augmenter la spédfidés représentations ensemblistes ? C’est exacte-
ment ce que propose la théorie des mesures de confiancesdditives.

Les mesures de confiances non additives sont assez mésatiame nos disciplines. Pis encore, elles
jouissent d’'une tres mauvaise presse di au manque derrigadeaucoup de travaux des année 90 relatant
I'utilisation du formalisme de la logique floue en command&-ogique floue est basée sur la théorie
des mesures de confiances non-additive — et a 'opposijistematique manifestée par la communauté
de la commande classique.

On doit la popularisation de cette théorie aux recherche$ade a la décision. C’est en effet dans ce
domaine que se sont manifestées le plus rapidement leedimu modele probabiliste. La principale de
ces limites est I'impossibilité de représenter propretma état d'ignorance ou de connaissance patrtielle.
Donnons un exemple classique. On vous propose un jeu delpiiece dans deux conditions differentes.
Dans le premier cas, on vous montre la piece. Elle compaoete in coté pile et un coté face et elle ne
semble pas truquée. L'étude objective de ce problems uteéne a affirmer, avec légitimité, qu’il y a 50%
de chance de tomber sur pile et 50 % de chance de tomber surCfacgui veut dire que vous pouvez
accepter, sans beaucoup de risque, un pari a un contre diquaqt plus d’une centaine de tirages. Dans
le second cas, on ne vous montre pas la piece. Elle peupi#reface, ou pile—pile, ou face—face ou



encore simplement truquée Quelles sont vos chances ? Sirgstez dans le cadre probabiliste, vous étes
obligés de maintenir cette représentation de 50%-50%teTautre représentation ne serait pas cohérente
et vous menerait dans un jeux ou l'une des parties seratif@e par rapport a I'autre. Vous ne pouvez
donc pas modéliser de facon differentiée le fait de sastle fait de ne pas savoir.

Ramenons cette limite a un probleme plus proche du tramerdu signal et de l'utilisation d’'une
mesure issue d’'un capteur. Lorsqu’il s’agit d’identifier lderéponse impulsionnelle de ce capteur sur la
base d’'un ensemble de mesures, cette difficulté se casgcimtre inaptitude, en tant que spécialiste, a
differentier votre méconnaissance partielle du phé&moenmodélisé — et donc un défaut d’adéquation du
modele mathématique que vous utilisez — de I'erreur thii@ lors de la procédure de régression, c’est
a dire lorsque vous allez donner une valeur a vos paras&ur la base du jeu de mesures.

En traitement de l'information, on est souvent amené &uwiftier I'incertitude, qui caractérise un
défaut de relation entre I'information mesurée et séitéeale I'imprécision qui est attachée a la limite de
I'outil employé pour capturer cette information. Ces dguandeurs sont cependant liées puisqu’a mesure
gue l'imprécision croit, l'incertitude décroit. Paxeanple si je vous affirme que la température du jour
ou vous lirez cet article est de 25°37, la valeur que je dorsteres précise, mais sa relation avec la
réalité a de grande chance d’étre défectueuse. Si je affiime que cette température sera comprise entre
-10° et 40°, ma prédiction est trés imprécise, mais sesabs de réalisations sont trés élevées. Le cadre
probabiliste peut représenter facilement ces deux t&ef@ependant, la manipulation croisée de ces deux
représentations peut mener a des erreurs systématiquase peut manipuler, dans un méme formalisme
probabiliste, a la fois de I'imprécision et I'incertitachttachée a une information. Cette cohabitation est
omniprésente en traitement de données numériques. @eees, si elles peuvent ne pas étre incertaines,
sont systématiquement imprécises, di a I'echantiéme et a la quantification. Quant a la manipulation
probabiliste de données incertaines conjointement aigmerance partielle, elle aboutit a des paradoxes
connus comme celui de Peter, Paul et Mary [12].

Pour un praticien de la théorie de la décision, la plupad grocessus que nous manipulons sont des
processus de décision ou d’estimation. Une boucle d'assement n’est autre que la décision d’envoyer,
en entrée du processus, la valeur de commande permettbuutir le plus vraisemblablement a I'état
voulu du systeme controlé. La localisation d’'un robothi® n’est autre que la meilleure estimation
possible — au sens de la vraisemblance par exemple — de teopaka ce robot sur la base des informations
délivrées par ses capteurs, du savoir expert repegamtin modele de comportement du robot ainsi qu’un
a-priori sur la fiabilité et la cohérence des informatidé$ivrées par les differents capteurs. Un des enjeux
majeures des théories manipulant I'incertain est justeérde prendre la meilleure décision possible sur
la base des informations en présence.

Au cours des dix dernieres année, un intérét grandissast manifesté pour d’autres théories de
l'incertain, capables de prendre en compte I'imprécisiarsein des incertitudes. Le cadre le plus général
est celui des probabilités imprécises, mais il est sousdficile a manipuler. La théorie des possibilités
propose une représentation plus restrictive mais d’un@puoéation trés simple. Les fonctions de croyances
présentent souvent un bon compromis entre ces deux exdréamfin d’autres modeles existent comme
les distributions de probabilités imprécises, les Rdmiles sous-ensembles approximatifs (rough sets),
les variables aléatoires floues, ... Nous n’aborderonguei les modeles les plus faciles a appréhender
et dont les structures sont simples & comprendre.

L'avantage d'utiliser des modeles plus généraux estadtmpttre un représentation de I'information plus
nuancée que des modeles ensemblistes et nécessitam dwidonnées que des modeles probabilistes.
Il est par contre important de bien choisir son modele cda ghéorie des probabilités imprécises est le
cadre le plus général, c’est aussi celui dont la maniuiagst la plus délicate.

Ce document propose une vue rapide des mesures de confiarceslditives les plus courantes et
de deux outils de manipulation. Son formalisme mathématigst volontairement simplifie. Si vous
souhaitez lire des mathématiques plus rigoureuses, je mmommande la lecture des quelques références



bibliographiques qui closent ce texte.

[l. QU’EST-CE QU UNE MESURE DE CONFIANCE?

Pour pouvoir comprendre ce que sont les représentationgprubabilistes d’'une information, il est
important de revenir a la définition méme d’'une mesure a&iance. Une mesure de confiance est une
fonction d’ensemble/, a valeur dans un ensemble de référence que nous appsliervers l'intervalle
0, 1], ayant trois propriétés indispensables :

— la croissance YA, B C Q, si A C B, alorsv(A) < v(B),

— les deux conditions aux bornes(2) =1 et v(2) = 0,
@ étant 'ensemble vide dg.

Et c’est tout! Ces axiomes ont une interprétation trep&mSi on considere que I'ensemlftecontient
toutes les éventualités d’un événement qui vient derseuyire, il est évident que votre confiance est
maximale dans le fait que cet événement apparti€nted qu’elle est nulle dans le fait qu'’il n'appartient
pas af. Enfin si vous pensez, avec un certain degré de confiancecajuevénement appartient a un
sous-ensemble d’événements, si on vous propose un ssamble plus grand contenant le précédent,
votre confiance dans ce nouvel ensemble ne peut étre phle fpie dans I'ensemble précédent.

Une premiére conséquence des ces axiomes est :

VA, B C Q,v(AUB) > max(v(A),v(B)) etv(AN B) < min(v(A),v(B)). 1)

Si maintenant on rajoute quelques hypothéses sur la nahjegetive des liens entre les informations
dont est issue cette mesure de confiance, alors on peutragpuss trois axiomes celui de I'additivité :

— additivite :VA, B C Q,siANB =@, alorsv(AU B) =v(A) + v(B).

Dans ce cas la mesure de confiance est une probabilité. IRdditivité, elle peut étre représentée par
une densité de probabilité continue ou discrete suilamiature de, c’est a dire par sa valeur sur des
singletons.

Par contre, si on ne fait pas cette hypothése d’additiité obtient une mesure de confiance plus
générale appelée capacité par Choquet ou probalmtipFécise. Cette mesure de confiance doit étre
représenté par une distribution de valeur pour tout sossrable de). Pourquoi probabilité imprécise ?
Parce que, contrairement aux probabilités usuelles quii grecises, la mesure de confiance est basée
sur une paire de mesures conjuguées qui peuvent étrerigtees comme une confiance minimale et une
confiance maximale en I'événement considére.

Le paragraphe suivant présente six de ces représerstagiorallant de la plus générales aux plus
spécifiques. Cette taxinomie est inspirée des travaukesetde Sébastien Destercke [5].

[1l. M ESURES DE CONFIANCES NOMNADDITIVES : UNE TAXINOMIE

Les notations que nous allons employer sont les suivantes :

— ) est I'ensemble de référence, celui sur les parties dusprel définies les mesures de confiances,

— P(Q2) est 'ensemble des sous-ensemldles

— v est une mesure de confiance B&2) dans|0, 1],

— A étant un ensemble de, A¢ est le complémentaire de I'ensembledans(?) ,

— Tq est 'ensemble des probabilites (mesures de confiancaetvadil définies suf).
Nous ne differentions pas, dans cet article, les cas$2ogst discret des cas ou il est continu. Dans la
pratique, ces deux configuration menent a des approchesataires difféerentes. Pour la vision un peu
générale que nous présentons, cette differentiatiest pas nécessaire.



A. Capacié ou mesure de confiance non-additive

Une mesure de confiance non-additive [4] ou capacité estfamaion d’ensemble des parties e
dans|0, 1] vérifiant les trois axiomes fondamentaux des mesures déaoce.
A partir de toute capacite, on peut définir sa capacitée complémentaifepar :

VA C Qu(A)=1—rv(A°). 2
Remarque 1 : lorsqu’une capacité est égale a sa conjuguée, la maeRiconfiance est une probabilité
et vice-versa.

B. Capaciés concaves, capaég convexes
Une capacité est concave ou super-additive si elle vérifie

VA, B C Q,v(AUB)+v(ANB)>v(A)+v(B). 3
Il en découle qu&/A C Q,v(A) +v(A°) < 1.

Une capacité est convexe ou sous-additive si elle vérifie :
VA, B C Qu(AUB)+v(ANB) <v(A)+v(B). 4)
Il en découle qu&/A C Q,v(A) + v(A°) > 1.

Remarque 2 : si une capacité est concave, sa conjuguée est convexeeetarsa.
Remarque 3 : une probabilité est & la fois concave et convexe, ce dgiifjel la remarque 1.

Un des intéréts principaux de ces mesures de confianceawesicaussi appelées 2-monotone, est
gu’elles permettent de représenter I'ensemble convexaamires de probabilités qu’elles dominent. Cet
ensemble, notd/(v) et appelénoyau de la capacité est défini par :

N(v) = {P € TolVA C Q,1(A) < P(A) < v°(A)}. (5)

Une telle capacité permet donc de représenter une infammadordre deux sur une mesure de confiance
additive, c’est a dire une imprécision sur la probabili€’est ainsi qu’on représente I'imprécision dans
lincertitude. Le fait que la capacité soit 2-monotoneuassle fait que son noyau est non-vide (ce qui
n’est pas le cas pour toute capacité).

Cette notion d’encadrement des probabilités ont &@adites par Walley sous le nom gmbabilites
imprécises[13] en étendant ces mesures aux espérances mathéesatguonctions réelles bornées de
Q. C’est lui qui propose de définir ainsi désites de probabilés ou P-boites Globalement, on peut
conserver l'idée qu’une probabilité inférieure est wapacité super-additive et une probabilité supérieure
est une capacité sous-additive.

C. Mesure de croyance

Les mesures de croyance (ou théorie de I'évidence ou itorsctde Demster-Shaffer [3] ou théorie
des ensembles aléatoires) sont plus connues dans le dohaitraitement du signal car elles ont été
beaucoup utilisées pour réaliser de la fusion de dongéesorielles (voir par exemple [10]). C’est un cas
particulier de capacités concaves. Les fonctions de amgasonbo-monotones.

Leur particularité est de pouvoir étre représentéesupa distribution de masses sur un ensemble fini
d’élements deP(()) appelé£lements focauxSi on appelleF I'ensemble de ces éléments focaux, qui est



donc un sous ensemble @& (?), la mesure de croyance peut alors étre représentée padisinibution
de masse sur chaque élément e Notonsm(E) la masse associée B € F, cette distribution est

normalisée au sens ou :
> m(E)=1. (6)
EecF

Attention! Il serait facile de faire un contre-sens. Cettstribution de masse n’'est pas la mesure de

confiance elle-méme mais sa représentation. Elle permetéfinir deux mesures de confiances duales,
'une concave, la croyance ou crédibili€é-, I'autre convexe, la plausibilit&’! par :

VACQ,Cr(A)= > m(E), (7)
EcF,ECA

VACQPI(A)= Y m(E). (8)
EcF,ENA+#2

Les techniques de manipulations des fonctions de croyaiackewr représentation sur les masses sont
assez simples mais se révelent souvent assez gourmandes@s de calcul. Les fonctions de croyance
peuvent étre vues comme des distributions de probabiitdtant sur des ensembles. Appliquées a des
données réelles, il est assez frequent de définir Gaadhts focaux comme des boites de I'espace considéré.

D. Possibilies

Les mesures de possibilités [6] sont les probabilités@uises les moins spécifiques. Elles représentent
la limite de I'axiome de croissance représentée par fesgion (1). La mesure de possibililéest définie
par :

VA, B C Q,II(AU B) = max(II(A), [I(B)). 9
La capacité duale de la mesure de possibilité est la mesurecessitév définie par :
VA, B C Q,N(AN B) =min(N(A), N(B)). (10)

Cette capacité est la seule, avec la mesure de probahifii@uvoir étre représentée par une distribution,
c’est a dire par ses valeurs sur les singletonQd€ette distribution est notée elle prend ses arguments
dans) et est a valeur dan, 1]. La possibilité et la nécessité sont définies a pasidaldistributionr
par :

VA C Q,II(A) =supn(z), N(A) =1 - TII(A°) = ingw(x). (11)
T€EA TE
Ce sont des fonctions de croyance particulieres dont esuslements focaux sont emboités. Cet emboitement
qui donne une cohérence au modele possibiliste, estti@ylarité qui en permet une représentation simple.

Remarque 4 : une distribution de possibilités qui aurait ses valewnssj0, 1} est une simple fonction

caractéristique d’ensembile.

Sous I'impulsion de Dubois et Prade, beaucoup de travauét@ntéveloppés autour de cette notion
de distribution de possibilite. Certains de ces travauxtmemt que les mesures de possibilites permettent
de représenter facilement des notions statistiques axepl Par exemple le fait que les intervalles de
confiance issus d’'une distributions de probabilité ne somte qu’une distribution de possibilité [8]. Il en
est de méme pour la représentation de nombreux teststispa¢is. La théorie des possibilités permet alors
de représenter et de manipuler tres facilement de nomhoetils statistiques usuels [7]. Sous certaines
conditions, une distribution de possibilité peut étreevaomme une généralisation plus nuancée de la
représentation intervalliste.



E. P-boites

Les P-boites sont définies originellement sur des ensemdéds. On doit a Destercke leur généralisation
a n’importe quel ensemble [5]. C'est un cas particulier atecfions de croyances. Une P-boite est définie
comme une paire de distribution cumuléés F'] définies suK) (avec naturellement < F). Une P-boite
représente un ensemble de probabilités :

N([E,F]) = {P € YolVz € Q, F(z) < P((—o0,z]) < F(x)}. (12)

Ce modele est simple a manipuler et permet facilement pieesenter une méconnaissance de la bonne
distribution de probabilité modélisant un probleme. dannaissance de deux fonctions est suffisante au
lieu d’'une distribution de fonctions d’ensemble pour un géaséral de fonctions de croyance.

F. Distribution imptecises de probabikts

Se calquant plus ou moins sur le méme principe que les Rddies distributions de probabilité
imprécises [2] sont un ensemble de deux fonctioetu telles que < u. Contrairement au cas précédent,
ou les fonctiong” et F étaient des cumuléels(comme lower) et (comme upper) ne sont pas des densités
de probabilitées car elles ne somment pas a un. L'ensenddeprbbabilités définies paret u est :

N(l,u]) ={P € Tao|Vz € Q,l(z) < fp(z) < u(z)}, (13)

ou fp est la densité de probabilite associée a la mesure deapildé P. C’est aussi un modele tres
simple a utiliser. Par exemple le calcul de la probabilt@récise associee a ensemile” (2 est obtenu
par :

P(A) = mas( [

A
Dans cet exemple I'espade est continu.

i(z)dz, 1 — / u(r)de), etP(A) = min( /

A

u(z)dr, 1 — /C l(x)dx). (14)

V. QUELQUES OUTILS
A. Transformations

Il existe beaucoup de transformations permettant de padsermodele a un autre. Lorsqu’on passe
d’'un modele particulier a un modele plus général, it a’aucune perte (ni ajout) d’'informations. Il n'y a
alors pas de transformation a proprement parler, saufdiietorsqu’il s’agit de définir par exemple une
distribution de masse avec une distribution de possghilit”

Ce qui est intéressant dans la pratique, c’est de passenubaele particulier a un autre modele particulier

(voir par exemple [1]). La plupart de ces transformationst dmasées sur le principe du maximum de

spécificité (lorsqu’on passe d’'une représentation & autre, la nouvelle représentation est la plus petite
contenant la premiere) et de cohérence des représergatar exemple, la transformation probabilité-

possibilité [8] s’appuie directement sur la decompositde la mesure de probabilité en intervalles de
confiance emboités.

B. Esperance matematique

Un des outils les plus utilisés en statistiques, et poursndans quasiment tout le traitement du
signal, c’est 'opérateur espérance mathématiquea Dadditivité des mesures de probabilite, I'espérance
mathématique prend lI'aspect d’'une somme pondéréeincenbu discréte. Sotb une fonction de vers
un autre espac®, et P une mesure de probabilité dont la fonction de dersitgr, 'espérance de
par rapport aP s’écrit :

Ep(¢) = [, ¢(x)fp(x)dz, dans le cas continu,
(15)
et Ep(¢) = >, cq@(z).fr(x), dans le cas discret



Sion considéere une capacit&omme un ensemble (convexe ou non) de probabilités pedisspérance
mathématique imprécise par rappori-ge définit naturellement comme I'enveloppe convexe deetout
les espérances qu’on obtiendrait en considérant toageprbbabilités appartenant\a(v) :

E,(0) = [E,(¢), E.(9)],

avecE, (¢) = infpep) Ep(¢) €L E,(¢) = suppey ) Er(d).

Si la capacité considérée est convexe ou concave, attes enveloppe convexe est I'ensemble lui-méme.
Elle est calculée de fagcon extréemement simple par |&igdisation de 'opérateur espérance mathématique
gu’est I'intégrale de Choquet [9]. L'expression de cetitegrale dans le cas du est un espace discret
de N élements Q = {z,, },—1..n) est définie par :

(16)

Co(0) =Y b (v(Am) — v(Amin)), (17)

avec ¢, = ¢(z,), le symbole (.) indique une permutation triant k&s par ordre croissantyf < ¢, <

... < ¢n) et les ensembled,,) sont définis patd;,) = {z(w), ..., v} (A = ).

Dans cette expression, doit &étre une fonction positive, mais sa généralisatiancas positif-négatif est
tres simple.

Le cas continu est un peu plus compliqué. Il s’écrit adéid’'une intégrale ressemblant beaucoup a
l'intégrale de Lebesgue :

C(6) = /0 " (e € Ub(a) > a})da (18)

Dans le contexte de I'analyse numérique, son utilité @dtite sauf lorsqu’il s’agit de problemes continus
gue I'on veut exprimer dans le domaine discret.

V. DISCUSSION

L'objet de cette présentation est de sensibiliser la conauté des roboticiens, automaticiens et spécialistes
du traitement du signal a ces nouvelles techniques mattignes. Il s’agit maintenant de s’approprier
ces nouveaux outils pour trouver des solutions simplessapdeblemes récurrents dont nous proposons
ici une liste ouverte :

— représentation de I'incertitude associée a la medétin d'un processus (par exemple les parametres

ou I'expression méme d’une fonction de transfert),

— fusion de données a la fois imprécises et incertaines,

— propagation des erreurs d’identification et d’approxioratlans un processus automatique et prise
en compte de ces erreurs,
simplification des modeles non-linéaires par utilsatde modeles réellement approximatifs,
développement de nouvelles techniques d’inversionarmigueés,
prise en compte de la quantification et de I'echantillgendans les techniques d’analyse numériques
— par exemple des méthodes de régression type moindcé&scar
prise en compte de disparités d’échantillonnage — pamele dans le cas de données issues de
capteur de vision par triangulation,
représentation et utilisation d’'une information incdete sans avoir besoin de la compléter artifi-
ciellement,
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