Analyse 2 - Chapitre 2 )

Chapitre 2 : Intégrales généralisees.
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La notion d’intégrales géenéralisées est une extension de la notion d’intégrale
simple.

I. Intégrale sur un intervalle de longueur infinie.

+00

1. Intégrale du type If(t)dt.
a

Définition: Soit f: [a; +oo[ > R continue.
+00 X

+00 X
On dit que If(t)dt converge si XE)Tm.[f(t)dt existe et est finie, et alors If(t)dt =X£n+1w-[f(t)dt
a a a a

+00

Sinon j f (t)dt est dite divergente.

a

On dit aussi que f est intégrable sur [a ; +oo[ dans le premier cas, et que f n’est pas intégrable
sur [a ; +oof dans le second cas.

+o0

Exemples: a) Convergence de I e 'dt.
0

X—>+0

Jx‘e‘dt:[—e‘}: = +1 lim Xe*‘dt:—0+1=1
0

Donc I’intégrale converge et je"dt = 1.
0
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b) Convergence de J't—adt.
1

X —a+l X —a+l
1°cas: a# 1 J'idt: t _x 1
Lt —a+l| -a+l -a+l
o a |H0 sl —a+1>0 a<l
lim x = .
X300 Sl —a+1<0 a>1

+00 1 ) ) )
Donc J‘t—adt converge si o >1 ,et diverge si a<1.
1

2°cas: a=1 I%dt =[In(t)]; = In(x) or lim In(x) = +o0

X—>+0
1

Donc I’intégrale diverge.

+00

1 : . . .
J—adt converge sietseulementsi a>1 Intégrale de référence
t
1

Interprétation graphique :

Laire sous la courbe a droite de 1 est finie pour la courbe y = % :

X | =

infinie pour la courbe y =

a

2. Intégrale du type Jf(t)dt.

—0

Définition:  Soit f:]-0;a] > R continue.

On dit que _[f(t)dt converge si _lim Jf(t)dt existe et est finie, et alors I f(t)dIZJLQljf(t)dt

o X

Sinon f f (t)dt est dite divergente.

—00

On dit aussi que f est intégrable sur ]-oo ; a[ dans le premier cas, et que f n’est pas intégrable
sur ]-oo ; a[ dans le second cas.
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0
Exemples: a) Convergence de j e 'dt.

Te‘tdt :[—e“]i =—1+e™* lim 0e‘tdt = 40

X—>—0
X

Donc I’intégrale diverge.

b) Convergence de I sintdt .

jsintdt =[-cost]’ =1+cosx or cos n’a pas de limite en -oo

Donc I’intégrale diverge.
0
¢) Convergence de I e'dt .

jetdt:[—et]" = —1+g* lim Oetdt=1—0:1

0
Donc I’intégrale converge et j e'dt = 1.

—00

+0
3. Intégrale du type Jf(t)dt.

—00

Définition:  Soit f: J-o; +o[ —» R continue.

+00 +00 C
If(t)dt est dite convergente si VceR Jf(t)dt converge et jf(t)dt converge.

—00 C —00

On a alors j f (t)dt =j f (t)dt +J f (t)dt

Sinon elle est dite divergente.

On dit aussi que f est intégrable sur ]-oo ; +oo[ dans le premier cas, et que f n’est pas intégrable
sur ]-oo ; +oo[ dans le second cas.

Exemples: a) Convergence de I e 'dt.

—00

+00 0 +o0
_[e‘tdt converge et j e 'dt diverge donc _[e’tdt diverge.
0 —o0 —w
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X X
SoitceR .f dttz arctan(t)] = arctan(x) — arctan(c) XILrp@ J.lfttz = %—arctan(c)
C C
.Cf dt > arctan(t)] = arctan(c) — arctan(x) lim C =arctan(c) +Z
1+t xo-ne 1417 2
©odt ¢ odt : .
J' > et J. > convergent, ceci pour tout réel c.
. 1+t 1+t

dttz = %— arctan(c) +arctan(c) +% =7

[l. Intégrale sur un intervalle qui contient un point ou la fonction n’est
pas définie

On peut supposer que f n’est pas définie en a, quitte a utiliser la relation de Chasles.

b
1. Intégrale du type _[f(t)dt
a

Définition : Soitf: Ja; b] — R continue, f non définie en a.

b b b b
On dit que jf(t)dt converge si  lim jf(t)dt existe et est finie, et alors jf(t)dt = lim _[f(t)dt.
x—a* x—at
a X a X

1
Exemple : Convergence de jf—: :
0

1 a1
1°cas:a#1. E= t Lt ! - i 171— ila-1<0 a<l
[ —a+l]  l-a (l-a)x™ x-0" X*
=+wsia-1>0 o>1.
2°cas:a=1. |—=]|Injt —Inx or limlIn|x
2casia=1 [ =[Inf] =-Mn[x lim Inx| =
¢ dt . : . ces
Donc jt_"‘ converge si et seulement si o < 1. Intégrale de référence
0
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2. Intégrale du type jf(t)dt avec f non définie en a
a

Définition:  Soit f: Ja; +o[ > R continue.
jf(t)dt est dite convergente si VceR jf(t)dt converge et jf(t)dt converge.
a c a

On a alors j f (t)dt =j f (t)dt+j f (t)dt

Sinon elle est dite divergente.

Exemple j ?Tf diverge quel que soit c.

0

[1l. Critéeres de convergence.

1. Cas ouf est positive

a

400 X
Proposition : jf(t)dt converge & X —>j f (t)dt est majorée indépendamment de X.
a

Justification : Cette fonction est croissante, majorée, donc elle tend vers sa borne supérieure.

Theéoréme de comparaison : e Soient f et g positives et continues sur [a ; +ool.

Si vit>a 0 < fi(t) < g(t)

Alors J.f(t)dt diverge = j g(t)dt diverge

a

J. g(t)dt converge = [f®dticonverge et 0<[f(ndt< j g(t)dt

e Soient f et g positives et continues sur ]Ja ; b].

Si  Vtela;b] 0 < f(t) < g(t)

b b
Alors I f (t)dt diverge = I g(t)dt diverge

b b b b
[o)dt converge = [ f(t)dtconverge et 0<[f(t)dt<[g(t)dt
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Reqgle des équivalents :

Si f et g sont continues, positives et f(x) ~ g(x) (resp quand x — a),

+o0 +0 b b
alors les intégrales J. f(t)dt et jg(t)dt (resp J.f(t)dt et J.g(t)dt) sont de méme nature.

Etude de la convergence d’une intégrale généralisée en utilisant un équivalent :

1. Etude de la continuité de la fonction f a intégrer ~ — On identifie le probléme.
2. On montre que f est positive

3. Recherche d’un équivalent de f au voisinage du « point probléme »

4

On utilise la regle des équivalents :
= Soit on utilise des intégrales de référence
» Soit on calcule I’intégrale de I’équivalent

Exemples: a) I 7X+1 or %~7—f et .flgdx converge (3>1).
f+TX X"+ 7X w0 X 5 X
Donc jZLrlsdx converge.
X" +7X
b) j 1 ax or -1
In x Inx 1 x-1
¢l 5 : 1 !
et |——dx=[In|x-1|] =In(4)-Inly -1 Iimf—dx:+w Donc j—dx diverge.
L x—1 / yoLe x-1 1 Inx
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2. Cas ou f est de signe guelcongue.

On se raméne au cas precédent en considerant | f|.

+o0

Proposition :  Si I| f(x)|dx converge  alors f f (x)dx converge.

a

b b
Si j| f (x)|dx converge alors jf(x)dx converge. L’intégrale est alors

dite absolument convergente.

+00

. sin x sin x . )
Exemples: a) I 2 dx or X— 2 est continue sur [1 ; +oof
1
sinx| 1 ! N
—|<— et I—zdx converge. Donc I
X X 1 X 1
d’aprés le théoréeme de comparaison.
Tsinx sin x
b) _[ >—dx or X ——— estcontinue et positive sur J0 ; r]
X
0
. sinx 1 1 . i
Sin X ~X o~ et I—dx diverge DoncJ'
0 X® 0X 5 X 0

40 =

: sin X
Conclusion : J' >

7 X

dx diverge.

dx est ACV

dx diverge

Notation abusive :  Dans le cas ou I’intégrale est convergente, on peut écrire :

+00

[ ft)dt=[Ft)]” = lim F(t)-F(c)

c
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