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Chapitre 1

Introduction

Ce cours d'Estimation-Détection est destiné aux étudidmtSlaster STIC/Signaux et Com-
munications ainsi gu'aux étudiants ingénieur en Mathémas Appliquées et Modélisation de
I'EPU / UNSA. Le cours est trés largement inspiré du courgid’'Ehierry, donné les années pré-
cédentes, et des livres de Kay et Scharf [Kay93b, Kay93&Xcha structure du cours suivra le
livre de Kay.
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Chapitre 2

Estimation déterministe : Introduction

2.1 Le probléeme d’estimation

On observeN valeursx = (z1,...,xx) provenants de tirage indépendants d’'une variable
aléatoireX . Cette v.a a pour densité de probabiljtér; #) ou 6 représente un ensemble de para-
meétres inconnus considérés comme étant déterministesiffadée). On noterX = (Xy,..., Xy)
le vecteur aléatoire dont une réalisation-est
Une estimation dé est une fonction mesurable(x) des observations. La valeur de I'estimée dé-
pend de la réalisatior. On appelera donc un estimateur, 1a¥@X). Des exemples d’estimateur
sont :

— T(X) — 961+.].\./+56N’
- T(x)
- T(x)

T,

ax(zry,...,TN).

2.2 Exemple simple

Nous allons utiliser un exemple extrémement simple : Peation d’'une constante dans du
bruit (par exemple la détermination d’'une tension conti(id€ : Direct Current) dans du bruit).
Une étape cruciale dans I'estimation est la modélisatianddmnées. Par exemple, pauir= 1,
on peut modéliser les données a l'aide de la densité de plithgBDF : Probability Density
Function) par :

1
2mo?
ou on a considéré simplement le modéle suivant :

parit) = s exp | =53l — ) (2.1)

202

tpn=A4+w,n=1...N (2.2)

avecA la constante a estimer (et donc le paramétterai” vaut A) etw,,;n = 1... N sont des
variables aléatoires gaussiennes de moyenne nulle et id@s@s2, et indépendantes entre elles
(on dit quew; sont des variables i.i.d. : indépendantes et identiquentistitbuées).

Un autre exemple simple est le cas d'une rampg = A + B.n+ wy,;n =1... N la PDF
s'écrit alors, en considérafit= [AB]T

N
1 1

X; )= —exp |—— :1:n—A—Bn2 2.3

pot) = g 202;< ) (2.3)
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2.3 Qualité d’'un estimateur

2.3.1 Le biais

On défini le biais de la fagcon suivante :

Un estimateur est sans biaisfsi7'(X)] = 6. Un estimateur serasymptotiquement non biaisé
lim,, oo B(T) = 0.
2.3.2 Lerreur quadratique moyenne - MSE : Mean Squared Errar

Elle permet de définir la qualité de I'estimateur au secorgale
MSE(T) = E[(T — 0)?| = Var[T] — B(T)?

Silim,, ... MSE(T) = 0 alors I'estimateur esisymptotiquement consistant

2.3.3 Efficacité

Supposons que les deux estimatelirset 7, soient non biaisés alors on dira qiig est plus
efficace quel; si
Var[Tl] < Var[Tg]

2.3.4 Exemples

On se base toujours sur I'estimation d’'une moyenne dans uiti biestimateur naturel est
0=T(x)=7= + vazn x,. Cette estimateur est non biaisé et asymptotiquementstansi
Supposons maintenant que le paramétre inconnu soit laxcaa= o2. L'estimateur naturel est
0 =T(x) = &SN, (z, — 7)2. Cette estimateur est biaisé et asymptotiquement norébirs
effetona:

N N N N
D an—AP =) (@n—z+T-A)P? = > (zn—2)7+ ) (- A)
n=1 n=1 n=1 n=1
N
E[S?] = ) (Varfx] — Var[z]) = ¢*(1 - 1/N)

2.3.5 Loide Poisson

Dans I' exemple précédent le modéle probabiliste n'étaiindgue par les deux premiers
moments des observations. On donne maintenant la loi desvaltions! :
exp(—0)6*

p(x;0) = — avecr =0,1,2,...

'BE(X)=60 Var(X)=290
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Comparons les estimateuf$(x) = x etTh(x) = x2. Ona:

ETh|=E[Ty] = 6
Var[T1] = 0/n et Var[Ty] = 0

Les deux estimateurs sont sans biais mais I'estimateest plus efficace que I'estimates.

2.4 Etude d’'un estimateur

2.4.1 Le modele probabiliste et I'estimateur

On fait N observations d’une variable aléatoire discrete suivaatloirde BernouilliPr[X =
1] =6 etPr[X = 0] = 1 — 6. Le paramétre que I'on veut estimer 8sOn notera la vraie valeur
du parametre p.
On utilise l'estimateu = &+ SN | z,,.

2.4.2 Motivation

L'exemple choisi va nous permettre de conduire les calcas $rop de difficultés. Le pro-
bleme qui nous intéresse est de déterminer la qualité diimatsur. Pour cela plusieurs approches
sont possibles par ordre de difficultés décroissantes :

— Déterminer la densité de probabilité de I'estimateur pme taille n donnée. Les calculs
sont en général trés durs a effectuer.

— Déterminer la moyenne et la variance de I'estimateur poartailler. donnée.

— Déterminer la loi asymptotique de I'estimateur. En géin€est faisable lorsque I'on peut
utiliser le théoréme central limite qui dit que la densitgmaptotique est gaussienne. |l reste
ensuite a calculer la moyenne et la variance asymptotiquestemateur. Un plus est de
pouvoir calculer la vitesse de convergence de la densité@stinhateur vers la loi normale.

— Déterminer la moyenne et la variance asymptotique ddri@stur sans pouvoir montrer
gue la loi asymptotique est normale. Cela va permettre dermdéter des intervalles de
confiance.

— Déterminer empiriquement la loi et les moments de I'esiimaa partir de tirage de Monte-
Carlo. Méme si on a pu conduire les calculs analytiques pge&us cette étape est nécessaire
pour les valider.

2.4.3 Loide I'estimateur

Il est facile de voir queNx suit uneloi Binomiale B(N,k) k étant le nombre de 1 dans la
séquence observée
Pr[Nx = k] = CNpF(1 — p)NF

2.4.4 Moyenne et variance de I'estimateur

On peut montrer (approximation de Moivre-Laplace) qu&/s(1 — p) >> 1 [cf Papoulis p
49] alors

CNpF(1— )i v ———L exp(—(k — Np)?/2Np(1 - p))

V27 Np(1-p)
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Cela revient a dire qu'asymptotiquement (c’est-a-dirsdoe N — oo) on peut approximer la
densité de I'estimateur par une densité gaussienne de meyet de variance(1l — p)/N.

L'estimateur utilisé précédemment n’est pas le seule astiun possible, on pourrait en effet
utiliser un estimateur de la forme

TQ(X) = CL1X1 +(12X2 +...+ CLNXN

aveczgz1 a, = 1. Cette contrainte assure un biais nulle. Maintenant pompeoer les deux
estimateurs nous allons comparer leur variance , on va doreudne étude au second ordre. En
fait on va montrer qu'auncun estimateur de biais nul ne peoir aine variance inférieure a la
variance del;. Cette borne inférieure porte le nom lberne de Cramer-Raa
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Chapitre 3

Estimateur non-biaisé a variance
minimale (MVUE : Minimum Variance
Unbiased Estimator)

3.1 Introduction

Un estimateur MVU est un estimateur dont la moyenne est édaleraie valeur du parametre
sur tout I'intervalle de définition de celui-ci (par exemple< 6 < b) :

E {é} =0 a <60 <b.
Dans I'exemple de la détermination de la valeurAlei-dessus, on peut aisément vérifier que
A=A
3.2 Le critere de variance minimale

On peut Iégitimement chercher a trouver I'estimateur dexae minimale, fut-il non biaisé.
Si on utilise le critére de variance minimale cité ci-desse$a nous ameéne a minimiser

msdd] = E{(é) - 9)2} — var(d) — B2(6),

qui indique que l'erreur quadratique moyenne est compo&éee cerreur due a la variance de
I'estimateur et d’une erreur due au biais. En reprenanehigde d’'une composante continue dans
du bruit, on peut considérer I'estimateur modifié :

1 N
A:aﬁzzl:zrn
n—=

pour une constante & déterminer. On a alors

a’o?

msgA) = —— + (a — 1)24%,
N
, en dérivant par rapport@et en annulant la dérivée, on obtient aisément

A2

fort = 2 {02 N”

11
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On voit donc que I'on obtient une valeur dequi dépend du paramétre, et I'estimateur MSE n’est
pas réalisable. De maniére générale, I'obtention des atgims a variance minimale (biaisés et
non-biaisés) n’'est pas triviale, et on doit, pour carassrla performance d'un estimateur quel-
conque, le comparer a une borne inférieure pertinentet leess de la borne de Cramer-Rao.

3.3 Borne de Cramer-Rao

Soit = 'ensemble de toutes les réalisations possibled/dabservations de la v.A soitx =

(z1,...,xy) € Z. On supposera que ne dépend pas de Soit7'[X] un estimateur non biaisé de
%n a les résultats suivants :
);:PT[X Cxo1 o Qe gg[ =X _y
);E 8ln(Pr8[;( = XDPr[X _x=0 = E[c‘)ln(PgZ( = x])] 0
E[ealn(Pra[Z( ])] _ 0

et

ZT[X] OPr[X =x] 1 = E[T[X]Oln(Pr[X])] 1

En soustrayant les deux expressions précédentes, ontabtien

Oln(PriX =
06

B((TX] - 0) x4

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz on montre que :

0In(Pr[X])

E(T[X] - 0]E[(—,

)] =1

ce qui donne finalement :
1

E[(aln(Pr[X} B

Var[T[X]] >

Ainsi la variance d’'un estimateur non biaisétiee peut pas étre inférieure a une valeur appelée
borne de Cramer-Rao. Le calcul de cette borne est indépeddala forme de I'estimateur, il
dépend uniquement du modele probabiliste adopté. Dansld’'gae variable aléatoire discréte
suivant une loi de Bernouilli, on a :

PriX =x] =02z Xi(1 — g)" 2= X = In(Pr[X]) = Zn:X In(f) +n — ZX )In(1 — )
=1 =1
Oln(PriX =x]) >i,(Xi—0)
a0 0(1—0)

Oln(PrX =x])
06

n

(1 —0)

E[( )] =
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Remarque:
n(PriX = x 9% Pr{X=x] OPr[X=x]\2
E[(al & @[ZC ]))2] - E[(Pr[g: x| EDT[)?G: xiQ)]
2 r =x n(Pr —x OPr[X=x]\2
On aE[%] =0d0ncE[(al (Pa[zc ]))2] — _ [(Prp(zGZ 32]

L'estimateur proposé atteind donc la borne pour Sl est efficace. On ne peut pas trouver un
autre estimateur non biaisé ayant une variance infériémas ce sens on peut dire que I'on ne
peut pas trouver mieux.

Il faut noter que la valeur de la borne diminue lorsgueaugmente. Donc plus on fait d’observa-
tions et plus I'estimateur est "précis", nous allons clarifie point dans la suite.

Théoreme 1 (Borne de Cramer-Rao - parametre scalaireOn suppose que la PD{(Xx; #) sa-
tisfait la condition de régularité :

dlnp(x;0)
E _ =
{ 50 } 0 Vo

ou I'espérance est prise par rapportzéx; 0). Alor, la variance de n'importe quel estimateur non
biaisé# satisfait
1

02 Inp(X;0)
“E{ T}

var(f) >

(3.1)

ou la dérivée est évaluée a la vraie valeur du paramétre apbBeance est prise par rapport a
p(X; 0). De plus, un estimateur non biaisé atteint la borne si eteseeht si

OPOSO) _ 1) (gtx) ~ 0) 32)

pour une fonctiory et I. cet estimateur, qui est 'estimateur MVU, est donnépata = g(x) et
ca variance vaul /1(6).

On notera qud () est appelée l'information de Fisher. En effet, plus I'imf@tion 7(6) est
grande, plus la variance est faible (ce qui est cohérent ...)

Théoreme 2 (Borne de Cramer-Rao - Parametre vectoriellOn peut étendre le théoreme preé-
cédent au cas d’un paramétre vectortel= [6105 ... 0,]T.
On suppose que(x; ) satisfait les conditions de régularité :

0lnp(x;0)
[y it A G
{ 90 } 0 Vo

ou I'espérance est prise par rapportzéix; 8). Alors, la matrice de covariance de tout estimateur
non biaisé satisfait :

C;,—1716)>0 (3.3)

ou > 0 signifie que la matrice est positive semi-définie. En pditgusoit un estimateur non
biaisé 8, la variance d’'un élément vecteur de parametres est boraédéément diagonal cor-
respondant de I'inverse de la matrice d’information de [ish

var(0;) > [I_I(H)] )

(22

(3.4)
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oul(0) est la matrice d’information de Fisher de dimensjox p. Elle est définie par :

92 In p(x; 9)

06,00, (33

L (9)]ij =—-F

pouri=1,2,...,p;5 =1,2,...,p De plus, un estimateur atteint la borne si et seulement si :
dlnp(x;0)
00

pour une fonctiong et une matricel. cet estimateur, qui est I'estimateur MVU, est donné par
6 = g(x) et sa matrice de covariance valt! ().

— 1(6)(g(x) — 6) (36)

3.4 Statistique suffisante

Une statistiqud’(X) est suffisante pour le paramettsi la loi deX conditionnelle &'(X) =
t ne dépend pas de
Exemple Loi de Bernoulli

PX;=1=60 P[X;=01=1-0 P[X}=x}]=02i=1%(1—g)" =1
On prend comme statistiqud'{X?) = > 1 | X; et P[T(XY) = t] = C10'(1 — 6)" .

On a alors
ot(1 — @)t 1

t t

La statistique est suffisante.

Théoréme 3 Pour une loi réguliere, une statistiquE(X) est suffisante pouf ssi il existe une
fonctiong(t, 0) et une fonctiorh(X) telles que

f(X,0) = g(T(X),0)h(X)



Chapitre 4

Modele linéaire et meilleur estimateur
linéaire non biaisé (BLUE)

4.1 Introduction

Bon nombre de problemes peuvent étre raisonnablementsespiés par un modéle linéaire.
De plus, dans ce cas, I'estimateur efficace est tres faciketérrdiner, et il est utile de donner
brievement les résultats principaux.

4.2 le modele linéaire
Le modéle le plus simple peut s’écrire sous la forme
X=HO +w

, ol'w est un bruit blanc (de matrice de covariané€ et de moyenne nulle. Dans ce cas, |'esti-
mateur MVU est donné par :
6 = (HTC 'H) 'HTC'x (4.1)

et sa covariance est donnée par
Cj = o2(HTCH) ! (4.2)

De plus, dans le cas linéaire, I'estimateur MVU est effic&t. estimateur étant une transformée
linéaire d’un v.a. gaussienne, il a la forle~ NV (8, o2(HTC~1H)~1).

4.3 BLUE : Best Linear Unbiased Estimators

La recherche d'un estimateur MVU n’est en général pas teyiat on recourt alors a des
estimateurs sous-optimaux. Le BLUE est un de ces estinsatqur a I'avantage de ne requérir
que les deux premiers moments de la PDF des observations p8ubassurer que sa performance
est acceptable (en la comparant a la borne de Cramer-Raagraple), il peut s'avérer un outil
intéressant.

4.3.1 l'estimateur BLUE

Un estimateur linéaire est nécessairement de la forme (plase dans le cas vectoriel) :

15
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N
éi:Zamxn i=1,2,...,p (4.3)
n=1

soit, sous la forme matricielle :
0 = Ax

avec la contrainte de non biais suivante :
E{Ze)} = AE{X} =6
De I'équation précédente on voit qu'il faut
E{x} =H®@

et que
AH =1

En définissant; = [a;1a:2 ... a;n]7, tel qued; = al'x et la matriceA = [alal - --all’. En
notant égalemerd = [h;h, - - - h,], la contrainte de non biais devient simplement

aj h; = d;;
La variance de I'estimateur est donnée par
var(d;) = alCa; C estla matrice de covariance des observations
On trouve donc I'estimateur en minimisant sa variance, etliient :
6 = (HTC'H)"'HTC x (4.4)

et sa covariance est donnée par
C;=c*(HTCH)™! (4.5)

ce qui est I'estimateur MVU dans le cas d’un modéle linéalveudt gaussien. Donc, si les données
sont réellement gaussiennes, I'estimateur BLUE est efficac



Chapitre 5

Estimateur au maximum de
vraisemblance (MLE)

C’est une des méthodes les plus utilisées pour contruireest@nateurs car les estimateurs
ainsi obtenu possédent les propriétés suivantes (sousddiions de régularité) :

— lIs sont asymptotiquement non biaisés.
— lIs atteignent asymptotiguement la borne de Cramer-Rao.
— Leur distribution asymptotique est normale.

5.1 Introduction

Etudions le probléme qui consiste a estimer le probabilagpmhrition d’un 1 pour une v.a de
Bernouilli. On va noter P(X = 1) =petP(z =0) =1 — p = ¢q. On cherche la valeur la plus
vraisemblable apres avoir effectué les observations. @msa le parametre que I'on recherche
satisfait la contraint®) < p < 1. Supposons que I'on effectue deux observatigns- (0, 1).
Comme on a observé les deux valeurs possibles, il sembleehalel dire quep = 0.5. Si on
observex = (0,0) on va dire quep = 0. Supposons maintenant que I'on fasse 3 observations :
x = (0,0,1) on va dire quep = 1/3 si on observex = (1,1, 1) on va dire que» = 1. Essayons
de formaliser notre raisonnement intuitif. On a fait deseobationsx = (z1,...,x,) dont on
connait les valeurs. On sait quelle est la probabilité defegtte observation. Cette probabilité
dépend du paramétre p que I'on ne connait pas. On va doncwdiragaleur la plus vraisemblable
du paramétre est celle qui maximise cette probabilité.

On notera la fonction de vraisemblanck(9) = f(x;#). Il faut bien remarquer que la variable de
la fonction de vraisemblance dset que I'estimateur du maximum de vraisemblance correspond
la valeur d&f qui maximise cette fonction. Dans un premier temps on vaagpgue la fonction
de vraisemblance ne posséde qu'un seul maximum.

Reprenons I'exemple de départ, on voit que :

— Six = (0,1) alorsL(6/x) = p(1—p) etle maximum correspondzg= 0.5. On peut remar-
guer que dans ce cas la dérivée seconde est négative ceapiédae bien un maximum de
la fonction.

— Six = (0,0) alorsL(#/x) = (1 — p)? et le maximum correspondza= 0. Ici 'extremum
est sur un des bords de la région de recherche.

— Six = (0,0,1) alorsL(#/x) = p(1 — p)? et le maximum correspondza= 1/3.
— Six = (1,1,1) alorsL(/x) = p* et le maximum correspondza= 1.

17
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Une autre approche plus rigoureuse consiste a partir dedamméde Kullback-Leibler
KL(f(X,0), f(X,0)) = Eg[ln(f(X,0)/f(X,0)]
Cette mesure posséde les proriétés suivantes :
1. KL(f(X.0), f(X,8)] =0
2. KL(f(X,0), f(X,0)] >0

Donc la distance de Kullback-Leibler est minimale lorsgue 6.
Pour faire le lien avec la méthode du maximum de vraisemblahfaut remarquer que

KL(f(X,0), f(X.0)) = —Eg[In((f (X, 0))] + Ep[In((f (X, 0))]

Le second terme a droite de I'égalité correspond a I'oppediedtropie de la loif (X, §) et ne dé-
pend pas dé. Sion veut minimiser la mesure de Kullback-Leibler il favximiserE;[In((f (X, 6))],
le maximun étant atteind lorsqée= 6. Si la quantité que I'on veut maximiser, qui est une espé-
rance mathématiques, est estimée a partir des observationtlisant la moyenne arithmétique
alors on obtient la méthode du maximum de vraisemblance :

1 L(9) = 3 X0, f(xi,0)
2. Recherchef qui maximiseL(9)

5.2 Estimateur du maximum de vraisemblance

On observe n réalisations indépendartes: (z1,...,x,) d'une variable aléatoire X ayant
comme densité de probabilifx; §). La fonction de vraisemblance est définie comme étant une
fonction L(0) telle que :

n

L(0) o< f(x;0) = [ [ f(xi;0)

=1
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On a remplacé dans la défintion la relation d’égalité par etation de proportionnalité de fagon
a éliminer tous les facteurs multiplicatifs ne dépendastghaparamétre a estimer

L'estimateur dumaximum de vraisemblancecorrespond a la valedr qui maximise la fonction
L(0). Le maximum de vraisemblance correspond a la valeur du dreth qui maximise la

probabilité d’apparition des observatiofs,, . . . , z,).
En général, il est plus commode de travailler avec la logserablance

1(6) = In(L(9)) = Y In(f(xi;0))
=1

5.2.1 Exemples
Loi exponentielle

Supposons qué(y, ..., X,, ~ Exp(#) donc

f(x;;6) = Oexp(—0x;) x; etd >0

. On obtient :
L) = HQexp(—Ha:i) =" exp(—@Z:z:i)
=1
10) = nn0)—0) =
=1
(@) n - . n 1
—Q =5 =0 = |0== ==
do 0 ; ST X
ce qui correspond a un maximum car :
d2l(9) -n
. - g~V
Loi Normale

Supposons qué&(y, ..., X, ~ N(6,0) (¢ connu) donc

f(@i;0) = \/21_770 exp(—(z; — 0)?/20%)
On obtient :
L(O) ~ Hexp(—(l‘i — 9)2/202) = exp(—
=1 =1
00) = =) (x—0)%/20°
=1
di(9) _ - . 2 _ i 2 Ti
W-{Z}@ 0)/20° =0 = |§===1"=x
ce qui correspond a un maximum car :
2 —_—
d=1(0) . -n <0

ez 202

(2 - 6)°/20%)
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Loi uniforme

Supposons qué&y, ..., X, ~ U(f#,1+ #) donc

Fwi0) {1 siz; €[0,1+ 6]

0 sinon

on obtient sachant queax(x1,...,x,) — min(xy,...,z,) < 1:
L(O) =1 sif € max(z1,...,2,) — 1, min(z,...,z,)]
0 sinon

La fonction de vraisemblance est maximale en une infinitéoiltq toutes les valeurs decom-
prise entre la valeur minimale et la valeur maximale desmwhasiens est un estimateur possible.
Il N’y a donc pas unicité de I'estimateur du maximum de vraikknce.

Regression

Dans les exemples précédents les observatfigrstaient indépendantes et identiquement dis-
tribuées. Ici les observations seront toujours indépeiedamais pas identiquement distribuées,
les moyennes seront différentes et elles dépendent d’umebleauxiliaireu;. Supposons que
X; ~ N(bu;,0) etque les variableg; i =1,...,n eto soient connus. Alors

1

o exp(—(z; — Ou;)?/20?)

f(zi;0) =

On obtient :

0) ~ [ [ exp(—(zi — 0u)?/20”) = exp(= ) (i — Ou;)?/20%)
=1 ]

- 22 CGuj20? =0 = |§ = =t

ce qui correspond a un maximum car :
) D DA
a? 202

Il est facile de calculer la moyenne et la variance de I'esteur. On trouve

E[0] = 0 et Var[f —02/Zu

Série Temporelle

Dans cet exemple les observatiokisne sont plus indépendantes.
Suposons qu&; ~ N(0,1) etpouri =1,...,n

Xz/(Xl =T1y.-- ,Xi—l = xi—l) ~ N(Hl’i_l, 1)
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C’est un processus de Markov la 3§ ne dépend que de v.a. précedeAie ;. On peut donc
écrire :

[y, .o 0) = f(x1/0)f(x2/21,0) ... f(20/Tn-1,0)

flan0) = jz_ﬂexp(—x%/m
flaieia:0) = ¢12—7T exp(—(zi — 0z41)2/2)

La fonction de vraisemblance s'écrit :

n

LO) = f(x1;0) ][] f(@i/wi1:6))

=2
L(0) ~ exp(—a7/2) [ exp(—(zi — 0zi-1)%/2)
=2
L(0) ~ exp(—3/2)exp(— Y (x; — 0xi-1)/2)
1=2
On obtient donc :
10) ~ —af =) (2 — b 1)
=2
dl(0) = B A g 1T
—dH ;1‘,_1(1‘2 — 9.1‘2_1) =0 = |6= Z?:Q :C?il
ce qui correspond a un maximum car :
d*1(0) ~ 5
d02 = — Z $i—1 < O
=2

5.3 Invariance de I'estimateur MV

Si 6 est I'estimateur du maximum de vraisemblance) @dorsg(f) correspond a I'estimateur
du maximum de vraisemblance ¢g@)).
Supposons dans un premier temps que la fongfiohest bijective. Alors le résultat est évident

A~

car si le maximum dé.(0) se trouve e alors le maximum dé.(g(6)) sera enL(g(f)).

Si la fonctiong(.) n’est pas bijective alors I'équatigy! () peut avoir plusieurs solutions.
Pour contourner ce probleme on va regrouper les solutioastdy méme antécédent et prendre
le maximum sur ces solutions. Séit"!(y) = {6 : g(d) = y} 'ensemble des antécedentsget
notonsL(y) la valeur maximale atteinte p@r(0)[gec -1, SOit :

L(y) = L(#
(v) gz (0)

alors le maximum dé.(y) est atteinte poug ce qui correspond a

L()) = L(#
(4) = max gz (0)

les deux maximisations de droites donnent :

j=g(9)
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9(x)
Y y=0(x)
5.3.1 Exemplel
1. Soit(Xy,...,X,) un ensembles de v.a iid avec

1
X; ~ 7 exp(—x/6) pourz > 0etd >0

OnaFE[X;] = 0 etVar[X;] = 0%
Il est facile de calculer I'estimateur du maximum de vraibEmce de) on trouve :

. 1 &
HMV:_E x;
n
=1

doncE[0yy] = 0 etVar[ysv] = 02/n. Lestimateur est non biaisé.
Maintenant on change la paramétrisation et on cherchentiettur dep = 62 donc ici
g(0) = 62 mais comme > 0 la relation est bijective. L'estimateur du maximum de vrai-
semblance de sera : A A

ouv = O3y
et il est facile de voir que

)

I'estimateur est donc biaisé mais asymptotiquement naaéia

Elbyy] = 021 +

2. Soit(Xy,...,X,) unensembles de v.a iid avec
X; ~ N(8,0%)

o2 ayant une valeur connue. L'estimateur du maximum de vrditmme def estx =
15~ | ; qui est non biaisé et de varianaé/n.
Supposons maintenant que I'on cherche a estiier ¢(#) alors on va prendre comme

estimateur )
92 = x>

Il est facile de voir que cette estimateur est bidig62] = 6% + o2 /n.



Chapitre 6

Estimateur du maximum de
vraisemblance multidimensionnelle

6.1 Vraisemblance

Supposons que?} = (xi,...,x,)! sont des réalisationisd d'une v.aX?*! de densité de
probabilité f (x; 6) 0" 0™*! = (64,...,60,,)" est un vecteur de paramétres.
On définit la fonction de vraisemblance de la fagcon suivante :

n

L(6;x7) = L(0) = [ [ f (x:;0)

i=1

De méme la fonction de log-vraisemblance est définie de anfagivante :
U0:x7) = 10) = Y In(f(xi;0))
=1

Pour un ensemble de valeurs(dsg, . . . , x,,) fixé la fonction de vraisemblance est une fonction
ded.
Mais pour tenir compte des différentes réalisations péssibl faut considérer la fonction de
vraisemblance comme une v.a. que I'on note(a; X) ou pour la log-vraisembland¢d; X).

6.1.1 Exemple
Supposons quX ~ N,(6, ) avecx?*? connue alors on a :

L(B) = 28] 2 exp(— 5 > (ki — 6)'5 (i — 6))

=1

et

n

10) = —g In(|27%]) — % 3 (xi - 0)'S 7 (x; — 6)
i=1

Pour simplifier I'expression de la log-vraisemblance netque :

(xi —0) S (x; —0) = (% — X2 (xi — %)+ (X— 0D H®—0) +2(%—0)'S " (x; — %)

23
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ce qui donne :

n n

D xi— )T xi—0) =) (xi — RS (x; — X) + n(x - 0)'S (R - 0)

i=1 i=1
Comme(x; — %)Y 1 (x; — x) est un scalaire on peut écrire :

(x; — %) (x — %) = tr[2 7 (x; — %) (x5 — %))
En posantS = Y"1 | (x; — X)(x; — %)" on obtient I'expression :

n

10) = —g In(|273)) — gtr[Z_lS] 5

(x — e)tz—l(x —0)
SiY¥ =1Talors:

1(6) = —% In(27) — gtr[S] - g(x — 0 (x - 0)

6.2 Caractéristiques des estimateurs

Soit un estimateuf’(x})™*! une fonction mesurable des &&'. Alors on définit le biais de
I'estimateur comme
B(T) = E[T — 6]

et I'erreur quadratigue moyenne comme

C™ ™ = E((T — 6)(T — 0)"] = E[(T — E[T] + E[T] — 6)(T — E[T] + E[T] — 0)]
= E[(T — E[T))(T — E[T))!] + B(T)B(T)" = Covariancet biais

6.3 La fonction score

On définie la fonction score comme étant le gradient de lavtagsemblance :
u(6) = u(f,x}) = Vol(6;x}) = (9(8) /061, 0U(B) /00,,)!

La fonction score est une fonction mesurable par rappdf @ussi c’est une variable aléatoire
que I'on noterdJ(#).
La covariance de cette v.a est la matrice d’'informatiofridéer que I'on noteral (9)

6.4 Propriétés de la fonction score

On a besoin d'un certain nombre de propriétés de régularitéadoi des observations pour
faire le calcul. On supposera que toutes les conditionssséages sont vérifiées.

Théoreme 4 0On a
E[U)] =0

Démonstration 1

E[U(0)] = / Vo ln(f (x; 6)) f (x; 6)dx
— [ Vorto)ax =y [ fixi)ax =0
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Théoreme 5

| 1(0) = E[VoIn(f(x;0)) Ve In(f(x;0))] = —E[V4 Vg In(f(x;0))] |

lij = E[Vo, In(f(x;0)) Ve, In(f(x;0))] = —E[Vy, Ve, In(f(x;0))]

Démonstration 2 On peut écrire
f(x:0)VoVge f(x:6) — Vo f(x:6) Vg f(x:6))
f(x;0)?
e f(x;0
SO0 L) (£ 0)) Ve In( )]
= —E[Voln(f(x;0))Ve: In(f(x;0))]

On a utilisé les résultats suivants :

— Voln(f(x;0) = Vo f(x;0)/f(x;0)

— E[VoU(0)"] = E[VoVp: f(x;0)/ f(x;0)]

On notera J la matrice d’information stochastique

E[NVgVeIn(f(x;0))] = E|

]

El

J=u(f)u(9)" ou;; = Vy,Vy In(f(x;6))

Théoréme 6 SiT(x!') est un estimateur non biaisé é@alors on a
E[U(H)(T - 0)'] = ™"

Démonstration 3 CommeE[(T — 6)!] = 0 alors
/ (T — 0)!f(x, 0)dx = 0 alors Vy( / (T — 0)' f(x,0)dx) = / Vo (T — 0)' f(x, 0))dx
_ /Vg(f(X,H))(T _ 9)tdx — /f(x,e)fdx — V0 = o /Vg(f(X,H))(T _O)dx =1

= /vg In(f(x,0))(T - 0)' f(x,0)dx = I = E[U)(T -] = 1™™

6.5 Borne de Cramer-Rao

Théoréme 7 Si'T(x!') est un estimateur non biaisé delors sa matrice de covariance Vérifie la
condition suivante

C=E[(T-6)(T-6)">1"

ce qui signifie qu&’ — I~! est une matrice non-définie négative.

()

a-e((G)) (-0t ver) - (5 )

Comme Q est une matrice non-définie négative symétriqueutitgpeiagonaliser

G )@ ) G )-8 40)

Comme Q est définie non-négative il en va de méme@ourl () !

Démonstration 4 Soit le vecteur

alors
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Remarques:
1. Lestimateur du maximum de vraisemblance est solutiofédeationu(d,y; x7) = 0

2. On a pour touf*
Ep[l(6%) —1(0)] <0

Démonstration 5

L0, S0
Bl Xy = P gy O =0

On a I'égalité lorsque
1(0%) =1(0)

On a utilisé l'inégalité de JensenE[g(X)] < g(E[X]) si g(.) est une fonction concave
comme par exemple la fonctidog(.).

Donc la fonction de vraisemblance est maximundgrarametre correspondant a la densité
de probabilité des observations.

6.5.1 Exemples

Estimation de la moyenne d’une loi normale

Supposons quX ~ N(#,I) alorson a:

1) = —% In(27) — gtr(S) - g(x — 0z —0)

doncu(d) = n(x—0)etdyy =xetl(9) =nl

6.6 Influence de la paramétrisation sur la Borne

Supposons que = g(6) alors d’aprés la propriété d’'invariance du maximum de emaislance
on avyy = g(ary). On va supposer que la fonction g est continue et inverstiea dans

(v) =10 =g '(v) eti(d) = (v = g(0))
mais en généralisation la formule

0f(g(x)) _ 9g(x) 0f(9(x))

Ox Jx  Og(x)

on obtient .
Vil(v) =Y V,0;V4,1(0) = V,,0'V,l(0)
j=1

de méme on a .
Vo, l(0) =Y VoV, l(v) = Vo u'V,i(v)
j=1

L'écriture sous forme matricielle est
V., 01Vl (0)
Vo, l(v) = : = GVyl(0)
V., 08Vl (0)
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On a de méme
Vol(0) = HV , I(v)

avecGH = HG = I. Donc

I(v) = GI(0)G! avech) =g~!

()
I1(0) = HI(v)H* avecv = g(0)

6.6.1 Exemple

Soit
x; =s(0) + ¢

donc
X; ~ N(s(9)P*t, g2 IP*P)

En posant = s(f) on avu que
I(v) = = 177

On va calculed (0) :

1(0) = HI(w)H' = S HH
g
avec
v&ls(g)t
H= :
Vo,.s(0)"
Si # est un parameétre scalaire et
81(9)
s@O)=|
sp(0)
alors
p
0s;(0)
HH' = —2)?
2 )
et

1(6)

= 0s;(0
o2 30 (2l

6.7 Détermination numérique du maximum de vraisemblance

27

Soit# la valeur exacte du paramétre que I'on recherche efsoih estimateur de ce parameétre.
On peut supposer que la log-vraisemblance est quadratigakeatour d& ce qui revient a dire

que l'on peut écrire
. . . 1 . . .
[(0) = 1(0n) + (0 = 00)" Vol (0) + 5(0 = 0n) Vo (Viel (60)) (0 = b)
Le maximum de vraisemblane est une des solutions de I'équati

Vol(8) =0
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ce qui donne en utilisant I'approximation précédente
u(f) =u(d,) — J(0,)(0 —6,) =0

Ceci suggeére I'algorithme récursif

D>

On peut remplacer dans cette algorithi@,,) par(6,,).

énJrl = én + Jﬁl(

6.8 Exemples

6.8.1 Modéele linéaire généralisé

L'abbréviation anglo-saxone est GLM pour "GeneralizeddainModel". L'observation suit le
modéle suivant :
Y = Xkbk x 14+ el etY ~ N(Xb,o2I™")

: bFx1 . :
i gUk+1x1 — < 2 > et la fonction de log-vraisemblance est

1
1(6) = — = In(27) — = In(02) — —(y — Xb)(y — Xb)
2 2 202
Calculons le gradient de la log-vraisemblance :
-1 -1
Vpl(0) = —Vp(yy' — 2b' Xy + b'X'Xb) = —(-2X'y +2X'XD)
202 202
n 1
1) = —=—+ —(y—Xb)(y—Xb
Vg2 ( ) 202 + 254 (y ) (y )

La résolution dévyl(#) = 0 donne comme solutions

y — Xb)'(y — Xb)

b= (X'X)'X'yeto? = (
n

6.9 Loi normale multidimensionnelle

On a vu que la loi multidimensionnelle s’écrivait sous latier:

n

F(xi:0) = (2m)" det(3(9)) 2 eXp(—% > (xi —m(6))'’£(6) "} (x; — m(6)))

i=1

avecd™ 1, 33(9)P*P etm()P*1. On peut montrer que la fonction scat@) = (u;(6) ... u,(0))!
S'écrit :

1
w,(6) = =5 tr(Z7'V,,2) + gtr(E_IVQk(E)Z_IS) - gtr(E_1V9kS)

avec :

§= - (xi—m(0))(xi —m(6))’
1=1

De méme on peut montrer que la matrice d’'information de Fistéerit :

I = gtr(E_IVQi(E)Z_IVQjE) +nV,m'E "V, m'
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6.9.1 CasX connue

Danscecaslaona:

uk(ﬁ):—gtr(Z_IVQkS) = (27 (xi — m(6))Ve,m(6)")

=1
= Vpm()'s! Z(Xi —m(f))
=1
donc u(f) = (ui(0),...,up(0))"

V@lm(e)t n

= : 7Y (x —m(6))
Vi '

m

1(6) = E[u(0)u(d)] = E[Vom(@)="') (X; —m(6)) Y (Xi—m(6))'='Vy(m(6))’]
=1 )

Vom(0)S 'nEE 1V (m(6))!
1) = nVem(0)S'Vy(m(0))

6.9.2 X connue et modéle linéaire

Dans ce cas on
m(e)p“ = gprxmpmxl et Vom(0) = H!

alors la foncrion score s’écrit
n
u(f) = H'S ™'Y (x; — HY)
i=1
Le maximum de vraisemblance est la solution de I'équatith) = 0 soit
n
H'S™'S 2 —nH'S'HO = 0
i=1

. 1 -
Oy = —(H'S'H)'H'S™' "oy = (H'ST'H)'H'S 'z
n
i=1

1 n
avec 7= Z;:CZ
1=

La matrice d’'information de Fisher vaut :

1(0) n@m(@) y-1 om(60)

—nH'S™'H
o0t a0 "

Ona X
El0yv]) =6 car E[z]=HO
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et

E[(Opv — 0) Oy — 0)'] = %(th—lﬂ)—l

ce gqui montre que I'estimateur atteind la borne de Cramergar toutes les valeurs de n (et pas
uniquement de facon asymptotique) ce qui est remarquable.



Chapitre 7

Estimation : approche Bayesienne

Dans I'approche Bayesienne, les paramétres sont considéndme étant des variables aléa-
toires.

p . A 0(x)
f(0) ; f(X[0) o(.) =
s e s
T A(x)
_____ Voo

évaluation de !

la performance,
|

FiIG. 7.1: relation entre paramétres, observations et estimées

31
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CHAPITRE 7. ESTIMATION : APPROCHE BAYESIENNE



Chapitre 8

Théorie de la détection

8.1 Test d’hypotheses

8.1.1 Introduction

Dans un test d’hypothéses, a partir d’'un vecteur d’obsienax = [z;---zy]?, on doit
décider quelle hypothése est la plus probable, étant daeméliservations.

Exemple 8.1 Test d’hypothése binaire

Soit z,, ~ N (6,1), ou # est une inconnue, que I'on suspecte avoir les valéurs —1 ou
0=-1:

Ho : 0=-1

Hi: 6=1

<
En général, il y @\ > 2 hypothesesty, - - - Hys (par exemple, un systéme de reconnaissance
de chiffres pour les codes postaux aura 10 hypothéses :ifereghle O a 9).
Unerégle de décisiorest utilisée pour décider entid hypothésest,, - - - , Hs. Cette régle
de décision est un mapping de

h:RN—>{H1,"' JHar}

FiG. 8.1: Exemple de partition de I'espace en 3 régions de addrssi

Exemple 8.2 Test binaire avec deux observations

33
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Soitx = [x1 x2]7 ol x, H. N(0,1) etle test

Ho: 6=-1
Hi: 6=1
Un test intuitivement OK est :
- Ho Si <0
h(X) o { Hy si x>0

ouzT = %({Ll + x2)
<

8.1.2 Terminologie

Hypothése simple Si une hypothélespécifie une distribution unique poxiron dit queH est une hypothése
simple.
Exemple 8.3 hypothése simple
On veut détecter la présence d’'une sinusoide de fréquenoeed, et de phaseé inconnue ;
Sn = cos(2m fon + @), n=0,1,...,N—1

soituw, =& N(0,02), 02 connu, L'hypothése
Ho:X=W

est une hypothése simple.

Hypothése composite Si une hypothé@sespécifie une classe de distributions possibles poon dit que est
une hypothése composite.

Exemple 8.4 hypothése composite
Dans I'exemple précédent, I'hypothése

Hi:X=S+W
est une hypothése composite (étant donnéggest inconnu)<i
Hypothése nulle On parle en général d’hypothese nulle sivémement intéressant n’a pas eu lieu (dans

I'exemple précédent{p est une hypothése nulle, puisqu'il correspond a la non tiétec
d’'une sinusoide).
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Test unilatéral
Ho: 60<86,

M. 0>9, OER

Test biatéral
Ho : 0, <0 <6

Hy: 0<0,0u0>0 OER

test de seuillage
Ho : F(X)

<~ . - .
ouI'(x) est une statistique scalaire
Hi: T'(x) >~ x) a

8.2 Deétection bayesienne
On considére un test d’hypothéses binaire, avec des hygestiisgmples :

Ho : X ~ fo(X) = f(X|Ho)
Hy: X ~ fl(X) = f(X‘Hl)

On suppose gqu’a chaque observatigorrespond exactement une des deux hypothéses. On consi-

dére ces hypothéses comme étant des variables aléatoires :

po := la probabilité queH, est vraie
p1 := la probabilité queH; est vraie

avecpy + p1 = 1.

8.2.1 Risque Bayésien

La question posée ici est la mesure de la performance del@déglécision. En supposant
gu’on a deux régions de décisidty et Ry, telles que

X € Ry & H, est vraie
X € Ry & Hy estvraie

Il'y a quatre situations possibles :

Veérité
Décision Ho Hy
X € Ry Réjection Ppo = Pr) | détection Manquéelf; = Pyy)
x € R, | Fausse alarme, = Pr) Détection 1; = Pp)

OnaFPy+ Po=1etFy + P1 =1.
A chaque décision on associe un codt; ;; est le colt associé au choix de I'hypoth@ggedans le
cas ou c’est I'hypothesk ; qui est la bonne. Logiquement, on devrait avoir :

Cii<Cij,1#7]
On définit une colt moyen sous hypothése:

Co=E[C ] = /C.,of(X\Ho)dX = CooPoo + Cr0P10

demémeona:

C1=FE[C 1] = /C.,1f(X\H1)dX = Co1Po1 + Ci1 P
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On définit le risque bayésien moyen par :

1
poCo + p1C1 = Z C; jp; P(declarerH;|H; vrai )
i7=0

Exemple 8.5

Soit une v.a. scalaire et les hypothéses :

HQZXNN(—l,l)
H1:X~N(1,1)

On choisi les régions de décisioRg = (—o0, 0] et R; = (0, 00), alors,

0
P(Ho|Hy) = P(x € Ro|Hy) = [ A

fo(w)

p(HolH1)

8.2.2 Test Bayésien
Etablissement du test

Le test de Bayes correspond au test qui pour une probabpit@donnée minimise le risque
bayésien moyen, qui peut étre réécrit comme :

C= Coopo fo(X) + Co1p1 f1(X)dx
o (8.1)
+ /R C1opofo(X) + Crip1 f1(X)dx
1
Pour minimiser cette valeur il faut choisir les régiaRsde facon a ce que la somme des deux
intégrales dans (8.1) soit la plus petite possible. De @osse souvenant query, R, } forment
une partition deR”, x fait partie d'une et d’'une seule régiaR;. Il s’ensuit que I'on choisira
X € R; silintégrand est le plus petit :

X€ Ry < Coopofo(X)+ Coip1fi(X) < Ciopofo(X) + Cripi fi(X)

Ji(X) _ po Cro — Coo
fo(xX)  p1Co —Cn

On exprime le détecteur bayésien comme :
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J1(x) " po C1o — Coo
foX) 7 p1Cor — Cny

(8.2)

Test du rapport de vraissemblance

Le test bayésien est un cas particulier du test du rappontadesemblance (LRT : Likelihood
Ratio Test). Un LRT a la forme

ou

est un rapport de vraissemblance;et 0 est un seuil.

Détecteur bayésien : cas discret

Si fy et f; sont des masses ebéiest défini dans le domain, alors le risque bayésien moyen
s'écrit :

Ql
|

> CijpiP(Hi|H;)
,J
— Z (Coopo fo(X) + Corp1fi(X))

XeXNRo

+ Y (CopofoX) + Cupifi(X)

XeXNR;

Et on obtient la méme expression du détecteur bayésien (8.2)

Détecteur au minimum de probabilité d’erreur

Un cas particulier important du détecteur bayésien es_i cellCyy = C11 = 1etCy =
C1o = 0. Dans ce cas, le risque bayésien moyen est égal-a poPig + p1Py1 = Pg. On
voit donc que le détecteur au minimum de probabilité d'eresi un cas particulier du détecteur
bayésien.

Exemple 8.6 Détection bayésienne d’'un constante dans du bruit
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On considére le probleme de la détection d'une constantaléend > 0 dans un bruit additif
Gaussien :

H()ZXi:Wi izl,...,N

Hi: X, =A+W;, i=1,....N

ouw; K& N(0,0?) et A, 0% supposés connus.

Pour trouver le détecteur bayésien, on écrit I'expressioragport de vraissemblance :

A = D00 My fil@n)

fo(x) Hﬁﬂh@)

A A2
_22 02 H,
= = S 7
Ho

En utilisant la transformation (monotone) par le logariehm
N
A
7 2
e n=1

A
52

Ui

N A2

& In(n)

1=
5

n=
N
n=1

Le détecteur bayésien se réduit donc a un test de seuillalgevdkeur de la moyenne des obser-
vations.

D’autre part, Spy = p1 = 0.5 etles codts “classiquesC{; = 1—4;;), alorsnp = 1 ety = A/2:

on décideH si la moyenne est supérieurdy2. On notera également que le détecteur bayésien
est un détecteur, linéaire, i.e. obtenu par seuillage dameiton linéaire des observations. De ce
fait, la frontiére entre les deux régions est un hyperplan.

<

2

= In(n) +

DNZ NI [N
N
Il
2

8.2.3 Calcul de la probabilité d’erreur

Un indicateur de performance de test est la probabilitéreler qui peut s’exprimer par :

Pr =poPo1 +p1Pio=po | fi(X)dXx+p Jo(x)dx
R() Rl

Pour évaluer cette expression en toute généraliser, itditugcourrir a I'évaluation d’intégrales
multidimensionnelles, ce qui n'est jamais aisé. C’est goar on recourt a l'utilisation de statis-
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tiques simples et a des transformations monotones pouwileala probabilité d’erreur. Dans le
cas d’un courant continu dans du bruit par exemple, la States étaitt = 1/N > x,,. Lintérét
de ces statistiques est qu’elles sont souvent unidimemsil@s et ont des distributions connues
(ou facile a déterminer).

Pour calculer la probabilité d’erreur, il est utile d’inthaire la fonctionQ () :

DEfinition 8.1 La fonctionQ
SoitWW ~ N(0,1), alors, on définit :
1
A =Pz = o

N 2m

e 2y (8.3)

SiX ~ N(u,0?),alors P(z > v) = Q (ﬂ) (aisément vérifiable par changement de
(o
variables).
@ est une fonction d& — (0, 1) et est monotone décroissante, et admet donc un inverse. En
matlab :
Q) =172 (1~ erf(5))
Q™ (y) = V2erfinv(1 — 2a)
Exemple 8.7 Détection bayésienne d’'un constante dans du bruit : suite
Le test bayésien peut s’écrire :

La statistique peut s’écrire comme une v.A.avec :

HO:TNN(O,U—;)

HlTNN(A,W)

Sous I'hypothésé,, P(Hi|Ho) = P(T > ~|Ho) = Q(a/yﬁ); sous I'hypothéseH,
P(Ho|H1) = P(T < ~|Hy) = Q(:/?/%)' On a donc que :

Pr = poP(H1|Ho) +p1P(HoLH1)
=poQ(7y7) +mQ(77F)

En se souvenant que= A/2 pourp, = p; = 1/2, on obtient

Pe=Q (%) - Q(VSR,

ou on a exprimé le rapport signal sur bruit 8V R = Ajz)N. Cette relation confirme lintuition
gu’on a une probabilité d’erreur plus faible pour un rapgaghal/bruit plus grand.
<

8.3 Détecteur MAP

8.3.1 Etablissement du détecteur MAP

Pour dériver le détecteur MAP, on maximider, ce qui est équivalent a minimiséy; :

Po = P(HQ,HQ) + P(H17H1)
=DPo fRo fO(X)dX +p1 le fl(X)dX
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Toujours en tenant compte qii& forment une partition de I'espace, on choisira :

X € R; < p; fi(X) est maximal

P(H)F(H:) _ pifix)
f(x)

posteriori P(H;|x) est maximale quang, f;(X) est maximale (en effetf(x) est indépendant

de). Il s’ensuit que maximisePy revient a utiliser un détecteur MAP (Maximum A posteriori

Probability) :

Par la régle de Bayes, on obtidl(H;|x) =

. La probabilitéa

X € R; < p; fi(X) est maximal

08

06

04

02

08

06

04

02

10

FiG. 8.2: Exemple de Test LRT appliqué au détecteur MAP

8.3.2 Cas d’hypothéses multiples

Dans le cas d’hypothéses multiples

H; : X Nfi(X),’i =1...M,
Pg=1—-P.=1- Z/ pifi(X)dx, le détecteur MAP est optimal :
i R
X € R; < p; fi(x) est maximal

8.3.3 Remarques

Le détecteur MAP est un cas particulier de I'estimateur MAR 6= H, ouf = H;, avecpg
etp; déterminent la densité a priori. En général, on peut direlgyeobleme de la détection est
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un cas particulier du probléme d’estimation avec des parasipouvant prendre un nombre fini
de valeurs;

8.4 Testde Neyman-Pearson

Dans le détecteur Bayesien, on suppose une connaissanod.ajatte hypothése, acceptable
dans le cas de sighaux de communication par exemple (lest“0l”esont envoyés avec une
probabilité 1/2), ne I'est pas dans beaucoup de cas de idi€détection d’'un objet par un radar
par exemple).

Le test de Neyman-Pearson va considérer le cas ou on n‘a@gounaissance a priori.

En préalable, on remarquera que, dans un test d’hypothéséd)yiquoique I'on ai quatre
probabilitésP;;, i, j € 1,2, on aen fait que deux degres de liberte @pr Py = 1 et Pp+Pr =
1). De plus,Pp et Pr n'impliquent pas les probabilités a priori que les hypots&; soient
réalisées. Il est donc raisonable de formuler un critereétiection en fonction d&p et Pr.

FiG. 8.3: lllustration des Probabilités de détection et dedawdarme pour test de seuillage

. ’ Y . Hl . . . .
En considérant la regle de seuillages ~, siy augmente, on a une diminution de la proba-
H

bilité de fausse alarme, ce qui est désirat(;le, mais une dtiainde la probabilité de détection, ce
qui n'est pas désirable. Idéalement, on voudFajt= 1 et Pr = 0, ce qui n’est possible que si les
densitésf, et f; ont des supports disjoints.

Le critére d'optimisation de Neyman-Pearson est le suiv@armi tous les détecteurs ayant
une probabilité de fausse alarme valardn choisit le détecteur qui posséde la plus grande proba-
bilité de détection :

max Pp (8.4)

s.c.Pr<a

En introduisant la terminologie suivant®j est la puissance du testt est la taille du test,
on dira que ce détecteur est le plus puissant pour une daille
Lemme de Neyman-Pearson Seit [0, 1], le détecteur de Neyman-Pearson est

AX) s n

OUA(X) = ;;Ei; etn est choisi tel que

Pr = / > ndX = «
A(X)
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Remarque : On suppose qu'il est possible de trouvetel que Pr = «, ce qui n'est pas
toujours garanti, comme dans le cas de problémes discrets.

Preuve

Le prboléme d’optimisation sous contraintes (8.4) peet &solu en utilisant un multiplicateur
de Lagrande. On cherche a trouver

maxp, (PD + )\(PF - Oé))
= maxg, le F1(X)dx 4+ A (le fo(X)dx — a)
= =da+ [p fi(X) + Afo(x)dx

Il suffit donc, pour maximiser l'intégrale, de choisir la i@g R, telle que l'intégrand est
positif et la régle est donc du type rapport de vraissemblawvec) = —\ :

D'autre part, on a qué’r = [ fo(X)dx, et il suffit donc de déterming = —\ tel que
Pr=a«a

Exemple 8.8 Détermination d'une constante dans du bruit
On rappelle les hypothéses :
Ho : X NN(O,UQIN)
Hy i X ~ N(A1,0%1IN)

Pour le cas bayésien, on a déterminé que

Ha
AX) s 1
Ho
N
1 Ha o2 A
&y (=D 2 A= g+ )

T ~N(0,%) siHo
T~N(A, %) siH,
Détermination de Pr et Pp

Avec

1%:PmW>7W@:Q< 7 )ga

O’/\/N
Pp = Prol(t > ~|H )—Q(W_A>
D Yt 0/\/N
Détermination du seuil Pour déterminer le seuil, on fixer = o
9 -1
=>79=— o
¥ \/NQ ()

= Pp=Q| Q' (Pr)— AVN/o
N—_——
=VSNR
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8.5 Caractéristique Opératoire du Récepteur

Une des figures importantes pour caractériser la qualité d&iecteur est la caratéristique
opératoire du récepteur (COR), qui est un graphique reptasiela probabilité de détection en
fonction de la probabilité de fausse alarme (figure 8.4).

0.6 —
Pp
05 -
0.4 -
03 -

0.2 ,

0.1 -

FiG. 8.4: Caractéristique Opératoire du Récepteur pour laméiation d’'une constante dans du
buirt avec un SNR variable

Sans les démontrer, les principales propriétés d’'une CGRebsur un rapport de vraissem-
blance sont :

1. la courbe est concave ;
2. la courbe est située au-dessus de la dBjije= Pr ;

, P,
3. la pente de la courbe au po{itr(n), Pp(n) est égale & c.é.d(ZTF = 77> :
D

8.6 Application au canal symétrique binaire

Dans cette premiére application, on va s'intéresser aligatpn des décisions bayésiennes et
de Neyman-Pearson au canal symétrique binaire. Dans urigsreEamps, on posera le probléeme
et on dérivera la régle de décision “a la main”, ensuite, amavgue la méthode générale bayeé-
sienne donne (heureusement) les mémes résultats, quintdrateu cas d’'un canal avec codage
par répétition. Enfin, on appliquera la détection de Neyiaarson pour le canal avec codage.

8.6.1 Introduction

Un canal symétrique binaire transmet un bit (0 ou 1) correetd avec probabilité — 6 et en
erreur avec probabilité.
En notantz le bit transmis ey le bit recu, et avec I'addition binaire, on peut écrire :

y=x+w ouw ~ Bernouilli(9).
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1—46
0 0
1 10 1

FiG. 8.5: Canal symétrique binaire : un modele tres utilisé enrnanications numériques

L'objectif est de concevoir un détecteur qui détermine teérainsmis en observant le bit recu.
Le test d’hypothese correspondant peut s’écrire :
Ho:y=04w
Hi:y=14w
ou, de maniere équivalente :
Ho : y ~ Bernouilli(6)
Hi : y ~ Bernouilli(1 — 0)

En supposant, sans perte de généralité,que 1/2 et les probabilités a prion, et p1, la
question posée est de trouver I'estim@eui minimise la probabilité d’erreuP(z # z). Le
probléme étant extrémement simple, on peut écrire les 4hilités de détection :

0—0 3. 0—1 4. 0—1

1. 0—0 2.
1—20

1—1 1—0 1—1
La probabilité d’erreur s'écriPy = p1 P(Ho|H1) + poP(H1|Ho), Soit, pour chaque cas :

1.:p10+pogf =0

2.:p1

3. po
4.:p1(1—=0)+po(1-0)=1-10

Commef < 1/2,le cas 4 n'est jamais la meilleur décision, on a donc 3 cas :

1.Si0 <po,p1 =y
2.Sip1<9 =0
3.Sipg > 0 z=1

En général, les problémes étant un peu moins simples quadescanal symétrique binaire,
il est quasi-impossible d’énumérer toutes les regles



Chapitre 9

Annexe : Variables aléatoires.

9.1 Rappels de théorie des probabilités.

9.1.1 Evénements, expériences, axiomes de probabilité.

Un expérience déterminée comporte un enserfilide tous ses résultats possiblEsappelés
événements associés a cette expérience. A chaque évérmmmarié a I'expérience considérée, on
fait correspondre un nombre ré&et appelé «probabilité de I'évéenemeip défini par les axiomes
suivants :

1. P >0
2. Pr =1 un événement certain a une probabilité égale a 1

3. SiE; et By sont mutuellement exclusifs, i.e.Bi N Ey =0
Pg,uE, = Pg, + Pg, (axiome de la somme)

4. Pg,ng, = Pg,.Pg, g, (axiome du produit) oW, , est la probabilité qués; survienne
dans I'hypothése oli; arrive.

On peut déduire de ces axiomes gge est toujours compris entre 0 et 1 et que la probabilité
de I'événement impossible est nulle (la réciproque n’épastnécessairement vraie).

9.1.2 Indépendance statistique.

Deux événement&; et E; sont statistiquement indépendants si

Pg,nE, = Pg, .PE, (9.1)

E; ... E, sont n événements statistiquement indépendants si

PEZ-OE]- = PElPEJ (92)
PEimE].m...mEk == PEIPE] ..... PEk (93)

9.1.3 Lois de composition
1. Pz =1 — PgouFE estle complément d&
2' PE1UE2 = PE1 +PE2 _PElﬂEQ

3. Pgyngan..nB, = Pe,-Ppy B, -PEy|EonEy - - -PEG | Ey_in-nEsnEy

45
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4. SoientFq, ..., E, n événements indépendants.
Pg,uBsu-UE, =1 — Py, .Pg,.....Pg

5. SoientEy,..., E, n événements indépendants.
Pr,uE,uUE, =1—Pg,.Pg,..... Pg,

9.1.4 Probabilités a posteriori

SoientHq, ..., H,, un ensemble d’événements mutuellement excluél{s\(H; = () tels que
H,UHyU---U H, = I et non indépendants d&. Les H; sont appelés hypothéeses et peuvent
étre des causes de I'événemént

n
Pg =) Py, Pgpg, (9.4)
=1

Et nous avons la formule de Bayes :

Py, g = L= —1 : (9.5)

ou
— Py, g estla probabilité a posteriori;
— Py, est la probabilité a priori;
— Ppgyu, estla probabilité conditionnelle.

9.2 Variables aléatoires.

La classeS des événements associés a une expeérience peut toujoudgéite a I'aide d’'un
ensemble d’événements mutuellement exclusifs apgeiésements élémentairde cette expé-
rience.

Tout événemenkE’ consiste en la réunion d’'un certain nombre d’événementaeiiéaires et
sa probabilité est la somme des probabilités de ceux-ci.

Unevariable aléatoire est définie par correspondance biunivogue avec un ensergliknd-
ments élémentaires et est caractérisée par la distribdéigrobabilité de celui-ci. Elle peut étre a
une ou plusieurs dimensions, discréte ou continue.

9.2.1 Fonction de répartition.

On considére une variable aléatoikedont le domaine de définition sera pris systématique-
ment [-oo, o], bien que I'arrivée dans certains sous-domaines puisedargpossible. Cette va-
riable aléatoire est entierement définie pdiosetion de répartitior{en anglais c.d.f. : cumulative
distribution function)

F(z) = P{X <z} (9.6)

Cette fonction posséde les propriétés suivantes :

1. F(—o00)=0 ; lim F(z)=1

Ir—00
2. F(b) — F(a) = Pla< X <b}
3. F(x) est une fonction monotone non décroissante.
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La variable aléatoir&X est ditediscrétesi la fonction F'(x) est une fonction en escalier, c’est-
a-dire de la forme :

F(z)=) Pu(r—x;) ; p;i>0 ; Y P=1 (9.7)
% %
ouwu() est la fonction échelon. Une telle variable ne peut prendeeles valeurs; et ce, avec
les probabilitéy;.

La variableX est ditecontinuesi la fonction de répartitio’(x) est continue.
Dans le cas général, la fonctidf(x) peut contenir des discontinuités par saut brusque positif.

1--

]

0 X

FiG. 9.1: Fonction de Répartition

9.2.2 Densité de probabilité.

Pour une fonction de répartition continue, on définit la @énde probabilité de la variable
aléatoire (p.d.f : probability density functign

dF
p(z) = ar (9.8)
On déduit aisément la signification gdér) de la propriété :
b
Pla< X <b}=F(b)— F(a) = / p(z)dx (9.9)
d’ou/ p(xz)dx = 1 et, en particulier,
P{r < X <z +dz} = p(x)dz (9.10)

ce qui illustre bien la dénomination de densité : piis) est grande, plus la probabilité que la
variable tombe au voisinage deest grande.

A condition d'admettre l'introduction de fonctions impidas de Dirac, la notion de densité
de probabilité peut étre étendue aux variables aléatomascontinues, par exemple, pour une
variable discrete :

pu0=§:aax—x» (9.11)

9.2.3 Moments d’'une variable aléatoire.

L'opérateurespérance mathématique{ f (X)} fait correspondre a une fonction donngde
la variable aléatoiréX un nombre, et cela par la définition :
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BUC0) = [ f@p()is 0.12)
C’est une moyenne pondérée de la fonctfota fonction de poids étant la densité de probabi-
lité.
Dans le cas d’'une variable aléatoire discrete, on a:

E{f(x)} = Z P f(;) (9.13)

Lesmoments de la variable aléatoif€ sont les espérances mathématiques des puissarices

m, = E{X"} = / x"p(z)dz x continu (9.14)

my = B{X"} =) a7 P, = discret (9.15)

7

En particulier, on distingue le moment du premier ordrequi est I'espérance mathématique
de la variable elle-méme :

m; = E{X} = / xzp(z)dz x continu (9.16)

my = E{X} = Za:,PZ x discret (9.17)

que I'on appellemoyenneou valeur la plus probableLa moyenne donne la valeur dé autour
de laquelle les résultats d’essais devraient se dispéksee variable aléatoire est ditentréesi
sa moyenne est nulle. On travaille souvent avec les vagatéatoires centrédsX’ — m,). Les
moments d’ordre supérieur a 1 de la nouvelle variable, notés: E{(x — m1)"} sont souvent
plus utiles que les moments,,.

n

On ajt, = 3 (~1)Chmy .

k=0
En particulier le moment centré d’ordre deux estdaiance:

p2 = 0y = E{(x —m1)*} = mg — mi

La racine carrée de la varianeg est appeléalispersionou écart-type Elle donne une mesure

de la dispersion vraisemblable de résultats d’essais ad@ila moyenne, ainsi que le montre

I'inégalité de Bienaymé-Tchebychef :

p{IX —my| > a} < (%)2 (9.18)

Il peut étre utile de considérer la variable centrée et téeféli‘% dont la variance est l'unité.

9.2.4 \Variables réelles a plusieurs dimensions.

On peut étendre les notions vues précédemment a une vaaiabteire a n dimension¥ =
(X1, X2,...,X,). On définit la fonction de répartition (fonction scalaire) :

1| ne faut pas la confondre avectaédianegui est la valeutr, /- telle queF (zq,2) = % et a laquelle elle n’est pas
toujours égale.
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F(l‘l,l’g,... ,:cn) = P{Xl S xl,Xg S To, ... ,Xn S l‘n} (919)

La densité de probabilité est alors définie par :

O"F(x1,22,...,Ty)

= 9.20
p(a:1,a:2, ,Ji'n) 8%181‘2 .. 83:" ( )
L'extension des notions précitées est immédiate.
On exprime les lois marginales par
Fx,(71) = Fx,..x,(71,00,...,00) (9.21)
et par conséquent :
8FX I > 0
px, (1) = % :/ / px,. X, (1, T2, ..., xy)dxy . .. dxy, (9.22)
z1 —00 —00
Notons également l'introduction possible de lois conditielle du type :
FX1 ..... Xk|Xk+1,...,Xn($17"'7xl€ ‘ $k+17---7xn)
= P{Xl S L1y ,Xk S Tl | Xk+1 = l‘k+1,...,Xn = l‘n} (923)
pX1,...,Xk|Xk+1,...,Xn($17 sy Tk | Th41y--- 7xn)
k
_ 0 FXl,...,Xk|Xk+1> s aXn(xlv Zo, ... ,.Qi'n) (924)
8%18%2 [P al‘n
Et on déduit la généralisation de la formule de Bayes :
PXy,... Xn
DX, X i Xt X — ——Lenon (9.25)

Les moments et moyennes sont alors définis gr,ce a I'opératpérance mathématique :

E{f(Xl,...Xn)}:/oo /OO flxy,...xp)p(x1, .. 2p)dxy ... dxy, (9.26)

Les moments des deux premiers ordres sont alors :

o o0 o
’m10=/ / mlp(azl,:cg)dxldxg:/ z1px, (x1)dxy (9.27)

—00 —00

e[
mao :/ / wip(w1, xg)dr dzy = / 2ipx, (21)dzy (9.29)

o0

xop(x1, x2)dx1dre = / Topx, (xe)dxy (9.28)

—00

—00 —00

0o
mo2 = /
—00

o0
1‘217 x1, x2)dxridry = / T3P, (22)dxs (9.30)

mi _/ / z129p(21, T2)dT1dT) (9.31)
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On considére souvent les moments centrés d’'ordre 2, dowatesices :

ot = E{(X1 — m10)*} = mao — mi, (9.32)
0'% = E{(XQ — m01)2} = mMop2 — m%l (933)

la corrélation mutuelle (cross-correlation)

r12 = E{(X1)(X2)} = mn (9.34)
I" autocorrélation
11 :E{(Xl)(Xl)} = Mog :0%+m%0 (935)
et lacovariance mutuelle
pi2 = E{(X1 — mio)(X2 — mo1)} = m11 — mig.-mo1 (9.36)

On peut aisément étendre cette théorie des moments auklear@plus de deux dimensions.
En particulier, on utilise couramment les moments du preoriére ou moyennes, permettant de
centrer les variables. On forme avec les moments centréseddeux une matrice de covariance
(n x n) qui est symétrique et dont les éléments de la diagonaleipéle sont les variances :

U% Hi2 ... Hin
2
H21 O cee M2
c=|'" (9.37)
Hnl  Hn2 .. 0'721

9.2.5 Fonction caractéristique

La fonction caractéristique de la variable aléatoire a nedision X est définie par :

Q/)$(QI7 ceey qn) = E{ej 22:1 quk} =
w . w . w .
/ e””“dxl/ ejq”?da:g.../ edMTnp(xq, .oy ) day, (9.38)

—00 —00 —00

On peut aussi définir les fonctions caractéristiques malggnet conditionnelles.
Si tous les moments sont finis, on dispose du développemesgren:

Nk 0
] . S
Vol ) =1+ 003 B XD gl 939
T i tin=k
En particulier, pourn=2:
j2
Vv 20 (q1,92) = 14 j(mioq1 + mo1g2) + g(mmfﬁ +2m11qige + mo2g3) + ... (9.40)

et 'on a, sous réserve de différentiabilité :

1 {8i+k@bx1x2}
— ‘ =g2=0
()R ogiogs """

E{Xixk} = (9.41)
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9.3 Extension aux variables complexes

9.3.1 Fonction de répartition et densité de probabilité

Une variable aléatoire complexe X étant I'ensemble des mesnkéels ordonnés (A,B), sa
fonction de répartition et sa densité de probabilité sofihids comme étant celles de la variable
bidimensionnelle (A,B). De méme, pour une variable compi@plusieurs dimensions, on devra
considérer la variable réelle de dimension double corstities parties réelles et imaginaires.

9.3.2 Moments

Espérance mathématique de la variable ou moyenne.

Soitz = A+j B une variable aléatoire complexe a une ou a plusieurs dimesidia moyenne
de X est définie par

B{X} = m, — / / (a-+ jb)pas(a, b)da db (9.42)
—0o0 — 0
Comme on a, par exemple :
o0 [o¢]
my = / apsla)da ; / p(a,b)db = p(a) (9.43)
on a aussi :
My =ma+ jmp (9.44)

Comme précédemment, la variafl€ — m x ) est ditecentrée

Moments du second ordre.

On considere une variable aléatoire complexe a une dimenSie: A + j B de moyennen,.
Par définition, sa variance est :

02 = B{|X —m,*} (9.45)
On voit que I'on a veillé a ce que la variance soit un nonti@ed et positif
Comme|X — m,|? = (A —ma)? + (B —mp)? ona

02 =0% + 0% =FE{X]*} — |mx/|? (9.46)

T =
Considérons maintenant umariable complexe & dimensionsX = A + jB. Par définition,
sa matricen x n) de covariance est

CX = E{(X — mx)(x — mx)H} (9_47)

ol le ! signifie la transposée hermitienne (conjugué complexeahsposé). Comme
(X = my)(X =my)" = [A =mp +j(B —mp)][AT —mj — j(B" —mf)],ona

Cx =Ca +Cg +j(CBa — Can) (9.48)

De la propriété @, = Ch 5 vue pour les variables réelles résulte la propriété

Cy = Cﬁ (9.49)
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C’est-a-dire que lanatrice de covariance est hermitienrige méme, elle esiéfinie non né-
gative

On adapte d’'une maniére analogue la définition de la mateamudariance mutuelle de deux
variables a plusieurs dimensions

Cxy = E{(X —my)(Y —my)"}  X(nx1)
Y(mx1)
CXY (TL X m) (950)

La démonstration de la propriété :
Cyx = Cxy ! (9.51)

est analogue a celle de I'hermiticité dg C

9.4 Quelques lois de probabilité importantes

9.4.1 Loiadeux valeurs
Densité de probabilité.

La variable réelle a une ou plusieurs dimensighgeut prendre les valeutset b avec des
probabilités respectives, et p, telles quep, etp, = 1:

p(z) = pad(z — a) + ppd(z — b) (9.52)

Rappelons qu’en coordonnées cartésienneslimensions
o(x—a) =d(xr1 —a1)d(xy — az)...0(x, — ay) (9.53)

Moments.

my = E{X} = a.p, + b.pp (9.54)

Plus généralementm,, = E{X"} = a"p, + b"py; (pour une dimension)

o2 = pa pplb — al?; (pour une dimension) (9.55)

Cx = papp(b —a)(b — a)? ; (pour plusieurs dimensions) (9.56)

Fonction caractéristique

V2(q) = pae?® + ppe’® ; (pour une dimension) (9.57)
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9.4.2 Loi binomiale
Densité de probabilité.

On faitn essais indépendants relatifs a un événentealyant une probabilité. La variable
aléatoire X “nombre d’arrivées de I'événement au cours desssais” peut prendre les valeurs
0,1,...,n. La densité de probabilité de la variable discréteest :

n

px) = ped(z — k) (9.58)
k=0
avec
pe = CppF(1 —p)"F (9.59)

Cette loi est unimodale, le mode étant le plus grand entférigur ou égal &(n + 1)p|.

Moments.

my = E{X}=np po = a2 =np(1l —p)
my = E{X?} = Mp(1 —p) +n?p? uz=np(l—p)(1—2p)
pa = 3n*p*(1 = p)® + np(1 — p)(1 — 6p + 6p*)
(9.60)

Fonction caractéristique

Ve(q) = (1 —p+ pel?)" (9.61)

Propriétés.

1. Stabilité : si X, et X, suivent des lois binomiales de paramétres respeetifs) et (ns, p)
—le mémep — alors X; + X5 suit une loi binomiale de parameétres;, + no, p).

2. Sin — oo, X est asymptotiquement normale de moyenpet de variance? = np(1—p).
3. Sin — oo et simultanémenp — 0 de telle maniere quep — A, on obtient la loi de

Poisson. On peut approcher la loi de Poisson depgué, 1 etnp > 1.
9.4.3 Loi de Poisson
Densité de Probabilité.

La loi de Poisson :

i A=A
p(x) =D prd(x —k) avec pp =" (9.62)
k=0

est relative a une variable réelle a une dimension ne poywandre que les valeurs entiéres
positives (Fig. 9.2).
Interprétation :

2Une loi de probabilité est dite stable si la somme de variaisidépendantes suivant une loi de ce type obéit elle
aussi a une loi de ce type.
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p(x) A=3 F(z)

0.2 | -1

0.1 |

| L]
01 2 3 45 6 7
FiG. 9.2: Loi de Poisson
Exemple: un nombren >> 1 de téléviseurs de méme marqgue et de méme ,ge sont en seraice da
une ville. La probabilité que I'un quelconque de ces apfmteinbe en panne demain gst < 1.

La variable X = nombre d’appareils qui tomberont en panneaierast une loi de Poisson de
parametre\ = np.

b) Moments
E{X} =\
o2 =\
Fonction caractéristique
Valg) = e MY (9.63)

Propriété de stabilité.

La somme de deux variables aléatoires obéissant a des |Bisisleon de paramétras et Ay
suit une loi de Poisson de paramékse+ \s.
Exemple: le nombre total de téléviseurs de tous ,ges et marques tunamepanne demain dans
telle ville suit une loi de Poisson.

Loi de Poisson a plusieurs dimensions.

_ )\ oAb
play, .yy) =y e rttin) " T = k)0 — ) (9.64)

c’est-a-dire que les composantes ..., x,, sont mdependantes, mais suivent chacune une loi
de Poisson.
9.4.4 Loiuniforme
Densité de probabilité.

X étant une variable réelle a une dimension

1 .
_ 7Sl a<z< b
p(x) = { 0 ailleurs (9.65)
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c’est-a-dire queX arrive au hasard entieetb. On dit queX est unevariable de chanceLa
fonction de répartition est :

0 st zrz<a
F(X)=¢ 7= st a<z<)
1 si x>b

Moments.

m; = E{X} = 5 D
_ 1 . k n—k
mn—n+1§ba (9.66)
p(x) F(z)
-1
a b X

FiG. 9.3: Loi uniforme

Fonction caractéristique

1

bz (q) = b= a)q

(€790 — £J9%) (9.67)

9.4.5 Loide Gauss ou loi normale

Variable a une dimension

Densité de probabilité. La variable aléatoire scalaire réelleest dite gaussienne ou normale si
sa densité de probabilité est de la forme

(z=m)?
L -5 (9.68)

p(x) = oV 2T

Cette loi est unimodale et symétrique autoumdg(Fig. 9.4)
En utilisant la fonction

erf(z) = —erf(—z) = \/g/z efgdf;z >0 (9.69)
0

on peut écrire la fonction de répartition sous la forme :
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p(x) F(z)
----------- — ]-------
04—---------
0242 - R 05
1 77777777777777777 0.16
m— ‘a rh X

FIG. 9.4: Loi Gaussienne

F(z) = 1[ 1+ erf’ ] (9.70)
X .
0\/_
Moments.
E{X}=m
BE{X*Y=0*+m po = o
ps =0
py = 30t
H2n—1 =0
pon = (2n — ! g0 (9.71)
Fonction caractéristique
. 0242

Ur(q) = e?le” ) (9.72)

Propriétés
— Stabilité : siX; et X, sont des variables gaussiennes de paramétigso;) et (ms, o9),
respectivementX; + X, est gaussienne de paramétfes + mo, \/07 + 03).

— On avu gu'en général, la connaissance des moments de soosifes est nécessaire pour
définir une variable aléatoir®ans le cas de la loi de Gauss, les deux premiers moments
suffisent.

— SiX estnormaleY = aX + b l'est aussig etb étant certains.

Variable a plusieurs dimensions.

Densité de probabilité. La variable aléatoire réelle vectoriellgn x 1) est dite normale si

DetC™!

X—m)#C " (x—m)
o (9.73)

p(x1, .y ) = e~ 2l

oum (vecteurn x 1) est 'espérance mathématiqueXie
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Propriétés.
1. Une variable vectorielle normale est entierement défiaiesa moyenne et sa matrice de
covariance.

2. Les densités de probabilité conditionnelles et margsabnt toutes gaussiennes.
NB : L'inverse n’est pas toujours vrai. Par exempleXsiest normaldm = 0,0 = 1) et si

X9 = X avec une probabilité /2

— X avec une probabilité /2 (9.74)

X1 et X, sont normales, mais la variable bidimensionnélg , X») ne I'est pas.

3. Lacondition nécessaire et suffisante pour que les commEss¥,, ..., X,, d’une distribution
normale an dimensions soient indépendantes est qu’elles ne soientqueilées (C dia-
gonale).L'indépendance statistique et I'indépendance en moyeanedonc équivalentes
pour la loi normale

4. Toute transformation linéaire sur des variables ganssi conserve le caractére normal.
En particulier, il existe une transformation linéaire qemd les nouvelles variables indépen-
dantes.

Exemple: n = 2, variables centrées

m 0 o _ 1 o —pu
e[ [2) <[5 ) el 5
2 W o3 0105 — W o5
Det C™! = (o703 — 11)?);

1 1 a%m%f2p,mlmz+o'%m%
3 =232 35

2_2 2
p(x1,02) = ——————¢ areaTH 9.75
(@10m2) = s (9.75)

9.4.6 Loide Rayleigh

Densité de probabilité.

() 0 siz <0 (.76)
p\r) = x? . .
“ze 202 siz >0
Fonction de répartition :
932
F(z)=1—¢€ 22 pourz >0 (9.77)
Moments
i
mi g §

my, = (202)3C(1 + 2) (9.78)
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Fonction Caractéristique

T 2
¢$(Q) =1+ —pe%

. [1 —er fi} (9.79)

V2

avecp = L2

Interprétation

Si X et X, sont deux variables normales centrées de variahgda variableX = /X% + X2
suit la loi de Rayleigh.

Exemple: tir sur une cible avec des dispersions égales suivant les waartical et horizontal ;
le rayon du point d’'impact suit la loi de Rayleighutre Exemple : Canal caractérisé par des

chemins multiples Dans le cas d’'un canal physique réel, les réflexions, dejgadype qu’elles
soient, font emprunter plusieurs chemins au signal. Lession du signal reAu devient alors :

L
r(t) =Y ay(t)e 2T UemOTa ) 5 — 7i(1)) (9.80)

1=0

ou «;(t) sont les amplitudes des cheminst 7;(¢) les délais. Dans ce cas, on peut exprimer le
signal équivalent passe-bas par :

r(t) =Y on(t)e 7 Oyt — 7, (1)) (9.81)
La réponse impulsionnelle du canal équivalent passe-bas@leéxpression :
C(rst) =Y an(t)e ™[ — 7, ()] (9.82)
Dans le cas ou(t) = 1, le signal reAu devient :
r(t) = an(t)e 0 (9.83)

On voit clairement que cette somme, en fonction des angjlé9, peut engendrer des af-
faiblissements importants par interférences destrugtfv©n parle dans ce cas de canal & éva-
nouissementf@ding channél En général, on peut approximéf(r;t) par un processus gaussien
complexe de moyenne nulle. De par ce qui a été dit ci-desawdéduit immédiattement que I'en-
veloppe|C(;t)| suit une loi de Rayleigh. On parle dans ce casal®al de Rayleigh De plus, si
des réflecteurs ou obstacles fixes existélt;; ¢) n’est plus & moyenne nulle et on a canal de
Rice.

3En bref, le signal équivalent passe-bas correspond aul gigsae-bande en ce sens que son spectre a la méme
allure, mais qu'il est translaté pour avoir une@fence centrale» nulle. On a alorssét) est le signal émis passe-
bandeu(t), le signal émis équivalent passe-bas sera redigapar :s(t) = Refu(t)el“<"].

4Un cas simple est celui ot on a deux chemins de méme amplituliephase opposée
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9.4.7 Loide Rice
Densité de probabilité.

SoitY = X7 + X2 ol X; et X, sont des variables gaussiennes centrées et indépendantes d
moyennem; etmsy et de variancer?. On notes?> = m? + m3. La densité de probabilité de Y

vaut : ) ,
s“ty S
p(y) 5,2¢ 27 o (Vi3 y> (9.84)

En définissanz = /Y, on obtient :

2

ro_s24r? s
p(r) = ¢ 202 ] (;) ;o or>0 (9.85)

Qui est la densité de probabilité d'une variable aléatoieRne.
Fonction de répartition :

(824 12y/9 > S k rs
Firy=1—e G *z7/ ;)(;) fk(;) (9.86)

ou I () sont les fonctions de Bessel d’ordte
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Chapitre 10

Annexe : Fonctions aléatoires

10.1 Notion de fonction aléatoire.

Le calcul des probabilités traite de variables aléatoite g dépendent pas, du moins explici-
tement, du temps ou d'autres parameétres tels que les coardsispatiales ; on traite de variables
et non de fonctions.

On peut introduire la notion de fonction aléatoire commatétzme fonction du temps et d'un
certain nombre de variables aléatoires, e.g.

X(t) = Asin(wt + ¢) (10.1)

ol A, w et ¢ sont des variables aléatoires. En multipliant le nombreatameétres aléatoires,
on peut arriver a définir de cette maniére des fonctionsaitéattrés générales, par exemple :

X(t) =) Apsin(wit + ) (10.2)
k=1
Sil'on considére I'ensemble des fonctions définies de ceémriére, on appelle uméalisation
de la fonction aléatoir&X (¢), une fonctionX, (¢) ou une épreuve a été faite sur les parameétres.
Une autre maniéere de définir la notion de fonction aléatastede dire qu’elle représente un
processus ou le hasard peut intervenir a tout moment. Qrealdrs naturellement a la définition
suivante :

Une fonction aléatoire (réelle ou complexe, a une ou plusidimensions) de I'argumenmtest,
pour toute valeur dé une variable aléatoire (réelle ou complexe, a une ou pltsidimensions

L'argumentt sera considéré comme une variable réelle a une dimensioéraiément le
temps. On peut étendre I'étude a des arguments a plusieuensgions, par exemple les coor-
données spatiales.

Il est évident que la théorie & établir ne devra pas seuled@nire la variable aléatoir® (¢;),
mais aussi les interdépendances qui existent entre lexblesialéatoireX (1), X (t2),... pour
divers instants.

10.2 Fonctions de répartition et densités de probabilité

Soit une fonction aléatoire scalaif€(¢), on peut caractériser la variable aléatake =
X(t1) par sa fonction de repartition ou sa densité de probabikté(z1,t;), fonction des deux

61
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variablesz; ett;. Mais ce n’est pas suffisant pour déterminer la fonctiontaiég car on ne sait
rien de l'interdépendance des valeurs prises a des inst#fidtents.

Si I'on considéeren valeurs de I'argumenty, to,...,t,, on obtient la variable aléatoirera
dimensiong Xy, , ..., Xy, ] que I'on doit caractériser par la densité de probabilité
DXty .o Xy, (:Cl,tlgibg,tg;... ;:Cn,tn) (10.3)

appeléadensité de probabilité duc™c ordre.

La connaissance de la densité de probabilitén®ltf ordre fournit automatiquement celle
des densités d'ordre inférieurrg car ce sont des densités marginales pouvant se calculéa par
formule :

PXyy . Xy, (T1, 81522, L23 . 5 Tn, L)
+oo +oo
= / /pththn(.I‘l,tl;l‘Q,tg;...;.I‘n,tn)dl‘kJrl...d:Cn (10.4)
—o0o —o0

On peut aussi faire intervenir les densités de probabititéitionnelle et écrire :

DXy, X, (T1, 81502, 055 T )
pth (xlu tl)pXtQ ($27 t2‘$1, tl) .. 'pth (xn7 tn|x17 tl’ $27 t2a AR ;$n*17 tnfl) (105)

On admettra qu’une fonction aléatoire est completemenniggiiar sa densité de probabilité
d'ordren — oo. Il suffit donc, en principe de procéder aux extensions dedarie des variables
aléatoires pour une nombre de variables infini.

Ces notions peuvent étre extrapolées sans difficulté awtiéms aléatoires multidimension-
nelles ou complexes.

Il est certain que I'on ne connaOtra que trés rarement lesitdsrde probabilité de tous ordres,
mais on verra que de nombreux problémes relatifs a la trassgoni de I'énergie peuvent étre réso-
lus si I'on connaOt la densité de probabilité d’ordre 2. Eetinnaissance est d'ailleurs suffisante
pour caractériser complétement les fonctions aléatomeassijennes.

10.3 Classification des fonctions aléatoires selon leursqgriétés sta-
tistiques.

10.3.1 Fonction aléatoire a valeurs indépendantes.

La fonction aléatoireX (¢) est dite a valeurs indépendantes si, pour tout ensemblelelerya
(t1,...,tn),n quelconque, différentes de I'argument, les variablestailes X , ..., X, sont
indépendantes. On a alors :

pth...th ($17 tla $27 t27 cee a fl:na tn) = pth (xlu tl)pXtQ (.’EQ, t2) cee pth ($n7 tn) (106)

Une telle fonction aléatoire est entierement définie parrsenjgre densité de probabilité. A
tout instant, le futur est indépendant du présent et du peasén peut écrire :

bx, (xny tn|x17 t1;22,t2; ... 5 Tp—1, tnfl) = DXy, (xna tn) (10.7)
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10.3.2 Fonction aléatoire a valeurs non corrélées ou orthogales.

La fonction aléatoireX (¢) est dite a valeurs non corrélées ou orthogonales si, potcdople
de valeurs différentes de I'argumet, ¢2), les variables aléatoire¥,;, et X;, sont non corrélées
(orthogonales), c'est-a-dire :

non corrélation Co\Xy,, X1,] =0 (10.8)
orthogonalite  E{X; } = E{X;,} =0etCoX,X:,] =0 (10.9)

La notion de non-corrélation est un affaiblissement deeatihdépendance et est surtout utile
dans la théorie du second ordrelLes deux notions se confondent pour des fonctions aléatoir
normales.

10.3.3 Fonction aléatoire additive.

C’est une fonction aléatoire & accroissements indépesdgaur tout ensemble decouples
de valeurs différente@) , "),k = 1,...,n (n quelconque), les accroissemeis = X;», - Xy
sont des variables aléatoires indépendantes.

10.3.4 Fonction aléatoire gaussienne

La fonction aléatoireX (¢) est normale ou gaussienne si, pour tout ensemble de véleurs. , t,,)
de 'argument £ quelconque), la variable aléatoire vectorielle dimensionsX = [Xy, - -- Xy, |7
est normale, c’est-a-dire :

DetC™t 1,y Loy
DXy, X, (1, 11502, t05 o T ) = \/We 3(X-M)#C (x-m) (10.10)

m = E{X} (10.11)

ou

10.4 Moments d’'une fonction aléatoire

10.4.1 Moyenne ou espérance mathématique

Soit une fonction aléatoire réelle ou complexe, scalaireeniorielle X (¢). La moyenne ou
espérance mathématique dét) est une fonction certaine réelle ou complexe, scalaire otove
rielle de méme dimension quE(¢), égale a tout instanta la moyenne de la variable aléatoire
X(t).

On note :

| m.(t) ou B{X (1)} | (10.12)

Il s'agit d'une moyenne d’ensemblealéfinie par

my(t) :/ xpx(z,t)dx (X scalaire réelle) (10.13)

—00

li.e. si on étudie uniquement les densités de probabilitéldtoun et deux
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ou le temps n'intervient que comme variable muette. Par plensi I'on étudie la tension de
bruit a la sortie d’'un amplificateur, on peut s'imaginer g Idispose de: amplificateurs ma-
croscopiquement identiques et que I'on fasse a l'instdatmoyenne des tensions de sortie des
amplificateurs. Pour — oo, cette moyenne tend vens,.(¢), en probabilité.

10.4.2 Variance. Covariance.
Covariance d’une fonction aléatoire.

Soit une fonction aléatoire réelle ou complexe, scalaireemtorielle X (¢) de dimensiomx1.
La matrice de covariance d€(t) est une fonction certaine réelle ou complexe, scalaire ou ma
tricielle (de dimensiom x n) fonction det ett’ égale pour tout couplé,t’) a la covariance des
variables aléatoireX (¢) et X (¢').

Ca(t,t') = B{[X(t) = ma (D)X (¥) = ma ()]} (10.14)

Variance d’'une fonction aléatoire.

Il s’agit de la covariance pour= t

o2(t) = Cu(t, 1) (10.15)

Covariance mutuelle de deux fonctions aléatoires.

Soient deux fonctions aléatoirég(t) etY (¢) de dimensionsi(x 1) et (n x 1), respectivement.
Leur matrice de covariance mutuelle est, par définition, dérixe (» x m) fonction det ett’

Cxy (t,1') = B{[X(t) = ma(D][Y (') — my ()]} (10.16)

10.4.3 Propriétés des variances et covariances

Fonctions aléatoires scalaires, réelles ou complexes.

o2(t) = Cx(t,t) >0 (10.17)
Cx(t,t") = C&(t,t) (10.18)
ICx(t, )] < Voi(t)aZ(t) (10.19)

Ceci est une conséquence immédiate des propriétés d’ieténdt de non négative définition
de la matrice de covariance d’'une variable aléatoire visti®rappliquées a la variable a deux
X(t)
X |
La fonction de covariance est définie non négative, c'aditégue, pour toute fonction conti-
nue&(t), on a

dimensions[

/ / E()Cy(t, e )dt dt' >0 (réel!) (10.20)
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Fonctions aléatoires vectorielles, réelles ou complexes.

On peut assez aisément étendre aux fonctions aléatoiresiete les propriétés qui vennent
d’'étre démontrées pour les fonctions scalaires : les veggrcovariances et covariances mutuelles
sont des matrices telles que :

Cx(t,t) = Cx(t, ) 5 oxl(t) = 02" (t) (10.21)
[[ex(t.)];; | < \/ICx (k)]s [Cx (¢, )] (10.22)
Cxy(t,t') = CyxH(t/,t) (10.23)
Si&(t) estun vecteur & n dimensions :
/ / () Cy(t, t)E(H)dt dt’ > 0 (10.24)

10.4.4 Fonctions aléatoires non corrélées ou orthogonales

Pour une fonction vectorielle, la non corrélation reviefd aullité de la matrice de covariance
(Cx(t,t")) pourt # t'. On aura non corrélation de deux fonctions aléatox@g etY (¢) si la ma-
trice de covariance mutuellexa (¢, ¢') est identiquement nulle, méme pdue ¢’ et orthogonalité
si, en outremy = m, = 0.

10.5 Stationnarité et Ergodisme

10.5.1 Stationnarité.

Il est courant, dans la pratique, que les propriétés statest d'une fonction aléatoire ne
semblent pas évoluer au cours du temps; c’est souvent leocasipe tension de bruit observée a
I'oscilloscope. Mathématiquement, on exprime cette peenae en introduisant les concepts de
stationnarité. Cette notion est cependant réservée aotidos aléaoires s’étendant du le domaine
—o0 < t < o0, de sorte que, rigoureusement, de telles fonctions nemtigias. Cependant, si les
caractéristiques statistiques d’une fonction aléata@rsenmodifient pas sur la durée d'observation,
on peut toujours imaginer qu’il en est de méme sur tout leépaske futur.

Stationnarité stricte.

Une fonction aléatoire est dite strictement stationnairostes ses densités de probabilité ne
dépendent pas du choix de I'origine des temps, c’'est-arirehangent pas lorsqu’on remplace t
part + tq, tg quelconque.

Ceci implique que la premiere densité de probabilité estpeddante dé et que lan®™¢
densité de probablité:(quelconque) ne dépend dggjue par les seules différences— ¢1,t3 —
t1,...,t, — t1 (€N prenant; comme référence).

Cette notion n’étant guére utilisable en pratique, on thiibla stationnarité faible.

Stationnarité faible (au sens large).

Définition.
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— La fonction aléatoire réelle ou complexe, scalaire ouorégte X (¢) est dite fai-
blement stationnaire si son espérance mathématique égidndante de et si sd
covariance ne dépend dett’ que par la différence — t'.

m,(t) =m constante (10.25

Cov[X(t)] =Cx(r) avecr =t—t (10.26)

— Deux fonctions aléatoire¥ (¢) etY (¢) sont dites mutuellement stationnaires au $ens
faible si elles sont chacune faiblement sationnaires et suére leur covariance m
telle ne dépend que de=t — t'.

| -
1

Propriétés des variances et covariances.Les propriétés géneérales des variances et covariances
se transposent de la maniére suivante pour les fonctioamaks faiblement sationnaires :

1. 02 = Cx(0) est une constante (scalaire ou matrice).
2. Hermiticité : G¢(7) = Cx(—7)"; Cxy (1) = Cyx(—1)#
3. Positive-définition
— Pour une fonction scalaire :
02 = Cx(0) > 0 (nécessairement réel)
[Cx(7)] < Cx(0)

Pour une fonction vectorielle, outre cette propriété vialgwur chaque composante,
i.e. pour les éléments diagonaux de la matrice de covariemcgarés a ceux de la
matrice de variance, on a

‘ [CX(T)]ij | </l [Ug]jj (10.27)

— La matrice§x (w) = F{Cx(7)}, dont les éléments sont les transformées de Fourier
de ceux de la matrice de covariance, est définie non néggiivparticulier, pour une
fonction scalaire réelle ou complex&x(w) > 0 et pour deux fonctions scalaires
réelles ou complexes

ISxy (W) =[Sy x (w)| < V/Sx(w)Sy (w)

Cas des fonctions aléatoires périodiques.Une fonction aléatoireX (¢) est dite périodique, de
périodeT, si son espérance mathématique est périodique et si sadorde covariance (¢, t')
est périodique enet ent’.

Il en est ainsi si toutes les réalisations possibles de letifamle sont. Inversement, 8i..(t)
et Cx (¢,t') sont périodiquesX (t) et X (¢t — T') sont égales avec une probabilité unité.

Bien sur, une fonction aléatoire périodique n’est pas resiesment stationnaire au sens faible,
mais pour la rendre telle, il suffit de la décaler sur 'ax#une quantité, qui est une variable de
chance sur le domairje, 7', c’est-a-dire de rendre I'origine de la période puremeéatlire.

10.5.2 Ergodisme.

Dans la pratique, on dispose souvent d'une seule réalisdéda fonction aléatoire a I'étude.
On imagine difficilement devoir construire un millier d’alifigcateurs pour déterminer les carac-
téristiques statistiques de ceux-ci. Dés lors, on est oatdra la question suivante : dans quelle
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mesure peut-on déduire de la réalisation dont on disposse(le et unigque) certaines caracte-
ristiques statistiques de la fonction aléatoire, par exerdps moments qui sont des moyennes
faites sur I'ensemble des réalisation ? La théorie de |digyoe tente de répondre a cette quesiton,
principalement pour des fonctions aléatoires.

En bref, cette théorie essayera de rapprocher les moyetameechble (moyenne des variables
aléatoiresX;, des moyennes temporelles (notées( (¢) >)

Typiquement, on considére une variable aléatoire défingriir pl'une fonction aléatoire, gé-
néralement une fonction des valeurs prises par la fonctéatare a divers instants :

n = f[th, e ,th] (1028)

Par exempleX,, ou le produitX,;, X;,. En faisant 'hypothese qu& (¢) est stationnaire, on
peut espérer qu’'en faisant “glisser” sur I'axe des tempshb@tillon X,.(¢) disponible, i.e. en
considérantX,.(t + t(), et ce pour tout,, on obtienne un ensemble de fonctions présentant les
mémes propriétés que I'ensemble des réalisations de lédaradéatoireX ().

Nous obtenons alors, poyr.

n(to) = f[Xtogrtrs - » Xtottnl (10.29)

et on peut calculer des moyennesidg,) sur I'ensemble des fonctions glissées :

.
<n>= Tlgréof/o n(to)dto (10.30)

dont on peut espérer qu’elle tende vers la moyenne d’ensefifyi} = E{n}.

Evidemmenty) étant une variable aléatoirg(ty) est une fonction aléatoire ; pour obtenir la
moyenne temporelle: n >, il faut intégrer et prendre un passage a la limite.

Comme nous étudions surtout la théorie du second ordre,maussintéresserons uniquement
a la possiblité de déterminet,(¢) et Cx(¢,t') dans le cadre cohérent d’hypotheses :

— convergence en moyenne quadratique

— On dit que la suite de fonctions aléatoir&s,(¢) définies surt € 7 converge en
moyenne quadratique pour — oo vers la fonction aléatoiréX (¢) définie surr, et
I'on écrit :

Lim. Xu(t) = X(t)

n—~0o0

(10.31)
si, pour toutt € 7, la variable aléatoirél,,(¢) converge en moyenne veks(t), i.e. si:

lim BE{| X (1) - X®)*r=0 (10.32)

— On dit que la fonction aléatoir& (¢) converge en moyenne quadratique pous t
vers la variable aléatoir&, et I'on écrit :

l.im. X(t) = Xo

n—~o0

(10.33)

Si
lim B{|X(t) - X0’} =0 (10.34)
—1l0

— intégrale en moyenne quadratique
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— Définition : L'intégrale en moyenne quadratique de la fonction aléatdi(t) est,
guand elle existe, la variable aléatoire :

b
/ X(t)dt = Lim. Sp_ X(t ) (e — te-1,0) (10.35)

n—~o0

avec
a=tyy <tin, <---<t,,=>bparttion de (a,b)

(tk:,n - tk*l,n) — 0 quandn — 00

tk.n POINt quelconque A€k 15, g, n)

b
— Théoréme: La condition nécessaire et suffisante d’existenc% deX (t) dt est I'exis-
tence des intégrales certaines : ¢

b b b
/ mg(t) dt / / Cx(t,t) dt dt’ (10.36)
— stationnarité faible.

Moyennes temporelles.

Moyenne temporelle d’une fonction aléatoireX (t) C’est, quand elle existe,

to+T
< X(tg) >= Lim. |Y(T,t zl/ Xtdt]
( 0) r.m [ ( 0) T " ( ) (10.37)
T—oo
On notera qu’en effectuant un changement de variable :
1 T
Y (T t0) = 7 / X(t +to) dt (10.38)
0

Y (T, tp) est une variable aléatoire dont la limite X (¢y) > est en général aléatoire et dépen-
dante d€, ayant les mémes dimensions gkiét).

Valeur quadratique moyenne (temporelle) d’une fonction aatoire X (¢). C’est, quand elle
existe :
to+T

<|X(to)]* >= Lim. |Y(T,to) =4+ / X ()] dt (10.39)

to
T—o00

C’est une variable aléatoire scalaire positive, dépendiatit. Cette notion est surtout utilisée pour
une fonction aléatoire scalaire, auquel cas elle prendestua significaiton d’énergie moyenne
de la réalisationX (¢), a un facteur constant pres.
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Fonction de corrélation d’'une fonction aléatoire X (¢) < X(¢y) > €étant supposé existant,
c’est, quand elle existe :

to+T
Rx(rto) = lLim. |Y(T.to)=1 / IX(t+7)— < X(to+7) S][X ()= < X(to) >] Tdt

to
T—oo

(10.40)

C’est en général une matrice aléatoinex(n) si X (¢) est un vecteur{ x 1), fonction aléatoire
der et dety.

Fonction de corrélation mutuelle de deux fonctions aléatoes X (¢) et Y (f) On suppose<
X(tg) > et< Y (tp) > existants. C’est, quand elle existe :

to+T
Rxy(r,to) = Lim. |Y(T,t)) =% / [(X(t+7)— < X(to+7) >|[Y(1)— < Y(to) >]7 dt

to
T—o00

(10.41)

C’est en général une matrice aléatoinex(m).

Ergodisme au sens large d’'une fonction aléatoire.

Définition : une fonction aléatoire (non nécessairement stationnasteergodique au sens Iaﬂge
si < X(ty) > existe et est une variable aléatoire indépendantg.de

—F

Théoréme: si X(t) est faiblement stationnaire et intégrable en moyenne agtigde sur tou
intervalle fini, elle est ergodique au sens large.

Ergodisme au sens strict d’'une fonction aléatoire.

Définition : une fonction aléatoire (non nécessairement stationnasteergodique au sens stﬂil:t
Si
1. < X(tog) > existe et est un nombre certain indépendan,déon le note< X >);
2. < X >= lim my(t)
t—o0
Cette limite étant supposée existante. Ce n’est pas taujeucas, méme lorsque. (t)
est fini. Par exempl& (t) = Asin(wt) ou A est aléatoire, a une espérance mathématique

mg(t) = mysin(wt).
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Ergodisme relativement & la fonction de corrélation.

Définition : une fonction aléatoire scalaire faiblement stationnaife) est ergodique relativelent
a sa fonction de corrélation si :
1. elle est strictement ergodique ;
2. sa fonction de corrélatioR x (7, ty) existe, est certaine et indépendantetgleOn la note
Rx (7’) ;
3. Rx(7) = Cx (7). Lafonction de corrélation est égale & la fonction de cavere

Conclusions.

Dans les applications, on suppose fréquemment qu'il y adésgee relativement a la fonction
de corrélation, bien que souvent on ne pouiss le démontriaitdidiune connaissance insuffisante
du modéle mathématique de la fonction aléatoire statioan@iettenypothése ergodiqueevient
a admettre I'égalité des moyennes d'ensmeble et des mayaenmporelles jusqu’au deuxieme
ordre, ces derniéres étant calculées sur la réalisationothogispose.

my =< X >
Cx(7) = Rx(1)
02 =Cx(0) = Rx(0) =< | X —m,|? >

En particulier, I'égalité des fonctions de corrélationc{fa a estimer) et de covariance (plus
difficile) est d’'une importance capitale pour la détermimrate la bande passante (transformée de
Fourier de la covariance) et des propriétés d'indépendand®rthogonalité des signaux.
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