9. Logique

Qu'est ce que la logique ?

La logique sert a étudier le rai t. C’est un domaine ol l'on fait la distinction entre :

* lajuxtaposition formelle des symboles : la syntaxe

* |a signification des suites de symboles : la sémantique
Les modeles logiques sont définis a partir :

* delangages de symboles

* d’ensewmbles de régles syntaxiques.
Exewples :

*  Un programwme est une svite de symboles. Un langage de programmation est un
ensemble de régles pour agencer des symboles. Un programme se plie ainsi a une
syntaxe. Ensuite, on lvi applique une sémantique afin d’interpréter ce que fait le
programwe.

Du point de vue syntaxique, 3+4 est une expression arithmétique. Sémantiquement, on y
voit une addition qui pourra étre ensuite évaluée a 7.

Logique propositionnelle

Algebre de boole

*  Plus généralement, une algébre de Boole est constituée d'un ensemble E muni de
*  dedeux éléments distinets T (vrai) et L (faux) dans E

*  dedeux opérations binaires .et + d'une opération unaire - satisfaisant les propriéiés suivantes

* les opérations. et + sont *  pour tout x ef touty deE:
*  associatives, * x.(x+y)l=x=(y.x)*x (absorbtion)
*  comwmutatives, * x.l=1 *  x+T=T
*  distributives l'vne par rapport a lavtre % x+lex : IWED #P @il
*  idempotentes. ol ki Ty *  x+x=T

*  Exemple:

*  Les parties d'un ensemble fini avec I'intersection et [vnion.

Lalgebre de Boole 1B

Lensemble de Boole 1B est défini par I'ensemble {01 muni des
opérations suivantes

+10|1
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* Une addition définiepar |17
01
* Une wmultiplication ‘]’ g :
X | X
* Lopération complémentaire |0 |1
définie par 110

Une variable a valeur dans [B sera dite booléenne.

Fonetions booléennes a
deux variables

* (’est I'ensemble des fonctions de 0,1}2 dans {01}

* En logique on utilise * En informatique
SEEan on utilise plutot
* |a conjonction A,

* AND
* OR
* NOT

* |a disjonction v

* |a négation -~




Implication

* On définit l'opération — par

Contraposée
P Q0> )

* |l suffit de remarquer que
P—~q=-pvq
“qv-p
=—-(—-q)v—-p
= —|q —_> —|p
* Attention, cest différent d'une preuve par I'absurde

* Pour montrer p — q on suppose (~p et q) et on aboutit a
une contradiction

e p | a|»|p—a
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Equivalence
* On définit l'opération — par
P=q=p—=>qaq—p
p T | p—a | aop | peg
0 0 1 1 1
0 1 1 0 0
1 0 1 1 0
1 1 0 1 1

Fonctions booléennes a
deux variables

X y [} A 5 |x o |y o |v nor |e Sy = |-x |- nand 1
0 0 ] () ) ] 0 ] [ ) 1 1 1 1 1 1 1 1
] 1 ] 0 () ] i 1 il 1 ] [ (] [ 1 1 1 1
il 0 ] () 1 1 0 ] il 1 (] [ 1 1 0 ] 1 1
il il (] il 0 il 0 il [ il o L (] i 0 il o il

Circuits

On peut construire des circuvits électroniques qui
implémentent les opérations logiques a partir des

portes logiques classiques

* Porte ET >+
* Porte QU op—n
* Porte NON sy

Calcul propositionnel : syntaxe

*  On définit le caleul propositionnel comme on définit le caleul arithmétique.

* Les propositions sont construites a l'aide de variables issues d'un ensemble V
dénombrable et des symboles (|, M-, v, A, [, ), —,<)ob

[Jest I'absurde, et M est son contraire, levrai.

*  [éfinition inductive de I'ensemble des forwwules F :

*  (B) Tout élément de V u{_1, M} est une formule de F

* (DsiAetBeckalors * (AvB)eF
* LN CF * (A—>B)ef

* (ArB)eF * (A< B)ef




Calcul propositionnel : sémantique

*  Soit F une forwule et | une application de I'ensemble V dans 1B
On identifie les constantes booléennes 0 et 1 respectivement a faux et a vrai.
I est alors appelée une interprétation.

* Lavaleur de vérité de F est donnée par IIF) ainsi définie (on étend a toutes les
formules I'application | définie pour I'instant que pour les éléments de V).

* siF=m, alorsl(F)= 1, * siF=F A F, IF)= UFLUF")
* siF=calorslF)= 0 * siF=FvF, IF=1UF)+UF)

*

GF-veV IR-1v  * SiF=F—F IF = (F)+IF)
* SiF=-F, W= 1B % giF=F<F = (IF)«(F). (IF) «1IF))

Satistaisabilite

Théorewe La satisfaisabilité de la logique propositionnelle
est décidable.

* [it avtrement, il existe un algorithwe qui prend en entrée une
formule donnée et qui répond en sortie si la formule est
satisfaisable ov pas.

* Lalgorithme naif consiste en |'étude exhaustive de toutes les
valeurs de vérité possibles de la formule, mais ce west pas
efficace.

* Davtres algorithmes ne se basant pas sur l'interprétation (done
purement syntaxiques) peuvent étre plus efficaces. C’est I'idée
de la déduction naturelle, un ensemble de méthodes pour produire
automatiquement des démonstrations.

Vocabhulaire

* Une formule F est valide
si pour toute interprétationl, I(F)= 1
On dit que F est une tautologie.

*Une forwule F est satisfaisable
¢'il existe une interprétation | telle que I(F) = 1
On dit que | satisfait F et on le note: 1= F

* Une forwmule F est insatisfaisable
si pour toute interprétation |, I(F) = 0
On dit que F est une antilogie.

Quelques « identités remarquables »

Soient deux variables booléennes p et g.
* élimination des fleches
*xp—q=1(p—q)alqg—p)
2 p-—0=pvq
* au sujet de [a négation
* ~(-pl=p
*-(pvqg =(-p) Al-~q)
*-(pArq) =(-p) vi-q)

Equivalence

* Soient F et F deux formules. F et F sont dites
équivalentes et on note F = F quandonal(F) = |
(F) pour toute interprétation I.

* Exemple : Une loi logique de Morgan :
~lpvqg =1(-p)al-q)

* Iy a 4 possibilités de définir des valeurs pour le
couple (pq).

* Pour toutes les possibilit{Z]és, les deux formules
ont [a méwme valeur de vérite. Elles sont done
équivalentes.

Quelques « identités remarquables »

Soient trois variables booléennes p, g et r.
* au sujet de la disjonction * au sujet de la conjonction
* pvq=qvp

* pvigvr=(0vq vr

*pEAG=gEADp
* pAalgar=I(p arq) ar
* pvii=p * p AO=0O

* pvE=NH * pAN=p

* distributivité de ['vne par rapport a l'autre
* pvig arl=(p vg) alp vr)
* palg vid=lp aq) vip A 1)




Des équivalences célebres

Des équivalences logiques sont a la base des techniques de démonstration.

*  Limplication et sa contraposée (p —q) = ( (~q) = (-p) )

* [eux raisonnements par ['absurde
x* ((-p) >0) = p
Eneffet(-p — 0= ( (-p)) vOl= p v O =p

* ((p alq)) > =(p—q)
Eneffet (p Al-q)) > = (-~(pal-q)) v O

(-p) vgv O
(—-p)vq
(p—q)

mwomom

yonséquence d'un ensemble de formules

* Un ensemble de formules {F1, F2, .., Fn} satisfait F et on note
{F1,F2, .., Fn>=F quand on a pour toute interprétation|:

(villFl=1) = lA=1

* On dit alors que F est une conséquence des {F1, F2, .., Fn).

Théoreme <F1, F2, .. Fn}=F ssi
(F1 AF2 A.. AFn ) — Festunetavtologie.

*  Exercice : [a démonstration se fait par récurrence sur n.

Table de vérité

Pour connaitre la valeur de vérité d'une forwmule, on calcule de proche en
proche la valeur de vérité des sous-forwules qui la composent.

X Y y—=x|xvliy—=x)|-lxvliy—=x)|-lxviy—=x)ay
0 0 1 1 0 0
0 1 0 0 1 1
1 0 1 1 0 0
1 1 1 1 0 0

Péduction

* En informatique, on est fres intéressé
par la démonstration avtomatique. P'ou
la nécessité de formaliser le
raisonnewent, et plus précisément la
déduction.

Modus ponens
Est-ceque{p —q,p}= q?

* Onchercheawmontrersi: ( ((p —q) Ap) — q) =

* On pourrait faire la table de vérité. On procéde ici par identités remarquables:
(({p—>qlap) = q) ~((p =qlap) v q
~(pvglap) v q
~lpap) vigap)l) v g
- EEvitgatpIE Vg
~lgap) v q
~qv plv q
(-p) v B
= 0
Cette regle de déduction sappelle le modus-ponens.

wmoomowomwm

Pes fonctions booléennes

aux propositions
p q r | flpgr) (alpg,r)| flpgr)
1 1 1 1 1 pqr
1 1 0 0 1
1 0 1 0 1
1 0 0 1 0 | por
0 1 1 0 1
0 1 0 1 0 |pqr
0 0 1 1 0 |par
0 0 0 0 0

On en déduit que flp.g,r)=par * pqr * pgr * pqr




Pes fonctions booléennes
aux propositions

p q r | flpgr) |glpq.r)| flpar) | alpgr)
1 1 1 1 1 par | pqr
1 1 0 0 1 par
1 0 1 0 1 pqr
1T 0| 0] 1 | 0 |pgr

0 1 1 0 1 Par
0 1 0 1 0 |pqr
00| 1| 1] 0 |pg

0 0 0 0 0

On en déduit que glpg.r)=pgr * pqr * pqr *+ pqr

Simplification
d’expressions logiques

-

-

Toute expression logique alpg.rl=par * par * par +par
peut s'écrire comme une = pqr * por
somme de produit, appelée -
forme norwale disjonctive. * pqr * pqr
+ +
Question. Peut on trouver par par
une forme minimale ? ) =pq*pr+qr

Remarque. On définit de la méme maniere la forme normale
conjonctive comme un produit de somme.

Cest toujours possible puisque EeEeas
(p*q)=p.q

Logique des prédicats

Limite de la logique des propositions

* Le calcul des propositions est simple mais ne peut pas rendre
compte de [a totalité des raisonnements.

* il ne permet pas faire allusion avx propriétés d'une variable.

* |l ne permet pas non plus de décrire des relations entre
plusieurs variables.

* |l leur reconnait simplement deux états, elles sont vraies ou
elles sont fausses.

* Onva donc étudier comment généraliser le calcul des
propositions afin de mieux formaliser le raisonnement.

* On définit le calcul des prédicats (logique du ler ordre).

Informatique et logique
du ler ordre

* Parwiles innombrables usages de la logique du ler ordre en
informatique, citons-en deux importants :

* Les langages de programmation peuvent étre typés ou
fortement typés.

* On a besoin de la logique du ler ordre pour déerire le principe
wméme du typage.

* Les bases de données et particulierement des langages comme
SQL se fondent sur le caleul des prédicats.

Ualcul aes preaicats

*  Enbref,

* Un pr[e’dieaf p est une fonction d'un nombre fini de variables ou de constantes
dans[B .

* Les constantes et les variables sont issues d'un méme ensemble appelé le
domaine.

*  Exemple

*  sip signifie « étre pair ». Sur le domaine des entiers, p(2) est vrai mais p(3) est
faux. Sur le domaine {12, p(1)=0 car p(1) est toujours faux.

*  Une interprétation sera la définition d'un domaine et de prédicats sur ce
domaine.

*  Apparaissent les quantificateurs,
*  |'un existentiel, noté 3 * vxplx)

* et [avtre universel, noté v. * 3xplx)




Calcul des prédicats : syntaxe

*  Ondispose :
*  d’un ensemble dénombrable de variables V = {xywyvyvi,... } sur un domaine P
* d'un ensemble dénombrable de constantes C ={c1,¢2, ... > c I

* des symboles { M ,3,v~ v, A, —, <, [ )}

*  On se donne un ensemble fini de prédicats P définis sur le méme domaine.
*  Exemple: Unevariable peut représenter wimporte quel étudiant, une
constante représente précisément 'vn d’eux, un prédicat pourrait étre le fait
d’étre adwis a un diplome.

* Legvariables et les constantes 11, t2 ... ts seront appelées les termes d'un
prédicat p d'arité j dans I'expression plty, 2, ... 11).

% plty, t2, ... 11 ). est appelé un atome.

Variables libres ou lices

*  Chacune des fois ol une variable x apparait dans une forwule F est appelée
une occurrence de x dans F

*  On dit quune occurrence de x dans F est liée si un quantificateur porte sur
cette occurrence de x. Pans le cas contraire, on parle doccurrence libre.

* On peut construire les arbres d’expression de ces formules pour sy retrouver
entre occurrence lice et libre.

* Une variable est libre si foutes ses occurrences sont libres, une variable est
liée si elle a av moins une occurrence liée. On parle aussi de variable muette
dans ce dernier cas.

*  Précédence des opérateurs (du plus prioritaire av moins prioritaire)
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Calcul des prédicats : sémantique

*  Une interprétation | est la donnée :
*  d'un domaine non vide D éventuellement infini
* dune évalvation dans 0 de chaque variable (susceptibles doccurrences libres)
* d'un ensemble P de prédicats. Un prédicat darité i sera défini sur Di.

* dune application de P dans I'ensewmble des fonctions a valeur dans [ . A
chaque p de P darité i, correspond une fonction de Vi dans [B.

* Lavaleur de la formule F sous I'interprétation | est notée v (LF)

* Pour I'instant, seuls les atomes A ont une valeur v (1,A) fixée par
I'interprétation I.

Calcul des prédicats : syntaxe

*  [éfinition inductive de I'ensemble des forwules F du calcul des prédicats :
* (B)  Lesatomes sont des formules de F
* ()
* sifeFalors (-f) <F
* sif f eEalors
* (fAf)eF
* (fv f)ef

X (E==f )k

* (fo f)eF

* i festune formule et x une variable, alors (3 x)f cF

*  sifestune formule et x une variable, alors (vx)f <F

Exemples

* (vx)ilay)( plxy)— (ax) qlxye))
Toutes les occurrences de x et y dans p ou q sont lides
wais celles de x ne sont pas lides av méme quantificateuvr.
x* (vx)( plxyl— (ax) (3y) qlxyel)

Toutes les occurrences de x dans p ou q sont liées,
celles de y dans p est libre.

* (vx)lulx) v (3ax)wlix))
Loceurrence de x dans u est liée av v,
celle de x dans w est liée seulement av 3.

* Onal’équivalence:
(vx)(ulx) v (3ax)w(x)) =
(vx)lulx) v (3y)lwly))

Calcul des prédicats : sémantique

*  Lavaleur de vérité de F est donnée par v (LF) ainsi définie : (on étend a toutes les formules
la valuation v (1,A) définie pour I'instant que pour les atomes A).

* siF=A  Vv(R=v(LAclB
* siF=-F, v(LF=vI(lF) * siF=F A F,v(LF= v(LF).v(LF)
* siF=F—F v(P=v0F) +vF) * siF=FVvF v(LF=vI(F) *vI(F)

* siF=F<F, vz (vIF) *vLF)).vILF)*vI(LF))

*  Appelons Gxd la formule G ob toutes les occurrences libres de x ont été remplacées par d
fixé dans 0.

* siF=vG vI(LF) =1 sipourtoutdde vl 6xd) =1 etv(LF) =0 sinon

* siF=3x6 vI(LF) =1 gilexisteundde tel que v (I, Gxd) =1, et v(LF) =0 sinon.




Vocabulaire

*  Une formule F est valide si, pour toute interprétationl: v (LF) =1
*  On dit aussi que F est une tautologie.
*  Une formule F est satistiable si il existe une interprétation | telle que: v (LF) = 1
*  Ondit que |l satisfait Fetonlenote:1 F
*  Une telle interprétation | est appelée un modele pour F
* Une formule F est insatisfiable si, pour toute interprétationlona: v (LF) = 0
*  Ondit que F est une antilogie.

*  Soient F et F' deux formules, F et F sont équivalentes et on note F = F ssi, pour
toute interprétationl, ona: vI(LF) = v(LF).

Négation et quantitications

*  Que deviennent les négations des formules quantifies 7
* - (vx F) = 3x (-F)
* -(3x 6) = vx(-6)

*  Pémonstration de la premicre équivalence :

* |l faut démontrer que-(vx F) < 3x-Festvalide.
*  Commengons par montrer que~(vx F) — 3x-Festvalide.

*  Supposons que F est une tautologie, v x F est aussi une tautologie. Alors, - (v x
F) est une antilogie. Et I'implication~ (vx F) — 3x-Festbienune

tautologie.
*  Supposons que F nest pas une tautologie. Il existe une interprétation | pour

laquelle F est fausse. Alors, 3 x - F est une tautologie. Et I'implication ~ (v x
F) — 3x-Festunetavtologie.

*  Reste a donner une démonstration analogue pour la réciproque.

EXempie

*  SoitFlaformuleF=vxvy ( plxyl — 3z (plxz) A plzy) )

* Ennotant G l'implication, onaF: vxvy (¢ )

-
*  Premiére interprétation I pour F * giplxy) estfaux, 6estvraie.
.

* e do’maine 01 del * siplxy) estvrai, alors x<y. Posons z =
est 'ensemble des (x+y)/2. Aors, plx,2) estvrai et p
réels (zy) aussi.

*  leprédicat binaire p * en conclusion, v (ILF) = 1 et ) constitue
est [ordre < un wodele pour F

*  Deuxieme interprétation Iz pour F

* giplxy) estfaux, 6estvraie.

*  le domaine 02 de 2
est I'ensemble des
entiers naturels

* siplxy) estvrai, alors xcy. Il wexiste
pas d'entiers entre x et y des lors que x
ety sont conséeutifs. 6 peut étre

*  |e prédicat binaire p favsse.

est encore l'ordre <

* e conclusion, v (12,F) = 0. F ne savrait
étrevalide.

-

Autres identités remarquables

* Onales identités :
* vx (FAG) = (vx Fla (vx G)
%Oy (CFv6) [B5=R7 AR5/ =) SvARS( G- d5a(:))]

* Par contre, ninventez pas des identités qui nexistent pas !
* A:vx(Fv G)

* B:(vx Flv (vx G)
* A B

b 4l

* 0:3x (FA @

Exemple

* On cherche a simplifier [a formule F :
~(vxayazatplxyzt )

* On applique les régles de négation d'une expression quantifiée :

x F = 3ax(-(ayazatplxyzi))

= ax vy l(-(3z atplxyzi)
ax vy vz (-~ (atplxyzi)
ax vy vz vt -plxyzt

Contrexemple

*  Prenons l'alphabet (frangais) pour domaine et les deux prédicats :

%

*

* vix) = 1 six est une voyelle
% ¢lx) = 1 six est une consonne
Il west pas équivalent de dire :
*  «toute lettre del'alphabet est une consonne ou une voyelle » et

*  «toutes les lettres de l'alphabet sont des consonnes ou toutes les lettres de
l'alphabet sont des voyelles »

1l west pas non plus équivalent de dire :
* «il existe dans l'alphabet au woins une consonne et une voyelle » et

*  «il existe dans l'alphabet une lettre a la fois consonne et voyelle ».




