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R�esum�e : Les approximations de la projection perspective �etudi�ees dans ce rapport, projec-
tions para-perspective, ortho-perspective et orthographique, peuvent être consid�er�ees �a la fois
comme des approximations g�eom�etriques et des approximations num�eriques (d�eveloppement
limit�e d'ordre pr�ecis�e). Nous avons examin�e les simpli�cations apport�ees par ces projections,
notamment pour l'�etude de la disparit�e vectorielle.

Ces mod�eles s'appliquent dans le cadre de la focalisation d'attention dans la mesure o�u ils
rendent compte d'une zone locale ou fov�eale de l'image observ�ee et permettent une analyse
num�eriquement robuste de la structure et du mouvement de la sc�ene même avec un faible
nombre de donn�ees.

Apr�es avoir d�eriv�e la matrice fondamentale dans tous ces cas, on s'est plus particuli�erement
int�eress�e aux cas de mouvement et de structure de la sc�ene pour lesquels on obtient une
relation homographique entre les points images et on a mis en �evidence les propri�et�es
g�eom�etriques et de mouvement correspondant aux cas de la projection para-perspective
et orthographique.

Mots-cl�es : projection perspective, projection para-perspective, projection orthographique,
projection ortho-perspective, homographie



Perspective projection's approximations :

combined model and homographic singularities

Abstract: Perspective projection approximation studied in this report, para-perspective
projection, ortho-perspective, and orthographic may be considered both as geometric and
numerical (limited order expansions) speci�cations, as demonstrated here, analyzing which
kind of simpli�cations are obtained using these projections, considering motion cues, in
particular retinal disparity.

These restrictive models are especially useful when considering focus of attention since
they correctly represent visual data in a small area of the retina, e.g. the fovea, while they
yield robust numerical analysis of structure and motion of the scene even using a small
amount of data.

After a generalization of the fundamental matrix to these projection models we have
analyzed in which conditions image points could be related by a collineation, both as far as
geometry and kinematic is concerned, when para-perspective or orthographic projection is
considered.

Key-words: perspective projection, para-perspective, weak perspective, ortho-perspective,
homography
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1 Introduction

Dans le cadre de la mod�elisation des cam�eras �a base de CCD utilis�ees en Vision par
Ordinateur, la projection perspective est le mod�ele le plus couramment utilis�e, car le plus
exp�erimentalement valide, si on n�eglige les ph�enom�enes non lin�eaires (distorsions, astigma-
tisme, ...) des cam�eras. N�eanmoins, des approximations de ce mod�ele sont parfois tout aussi
valides et donc �a utiliser dans certains cas car elles fournissent alors des expressions bien
plus simples donc soit solubles analytiquement, soit au moins plus robustes num�eriquement.

Par ailleurs, dans le cadre d'une �etude g�en�erale sur les singularit�es des �equations du
probl�eme de l'analyse du mouvement, nous avons �et�e amen�es �a distinguer les cas o�u on
peut utiliser la matrice fondamentale de ceux pour lesquels il faut avoir recours �a une
homographie[Fau93]. En e�et, dans le cas de la projection perspective, il est connu de-
puis longtemps que la matrice fondamentale ne peut être utilis�ee lorsque le mouvement est
une rotation pure ou lorsqu'il s'agit du mouvement d'un plan. En examinant les approxima-
tions de la projection perspective, on s'est aper�cu que cette propri�et�e n'�etait pas exactement
v�eri��ee. L'objet de ce rapport est donc de d�eterminer des propri�et�es �equivalentes.

Nous nous pla�cons dans le cas de deux images acquises par des cam�eras non calibr�ees
et consid�erons que des points d'int�erêts dans les deux images ont �et�e d�etect�es en mis en
correspondance les uns avec les autres (par exemple selon la m�ethode de [ZDFL94]).

Notations

les vecteurs et matrices sont not�es en gras

les vecteurs sont repr�esent�es par des minuscules

les matrices sont repr�esent�ees par des majuscules

x ^ y repr�esente le produit vectoriel des vecteurs x et y

~x repr�esente la matrice antisym�etrique de l'op�erateur produit vectoriel du vecteur x

~xy repr�esente alors le produit vectoriel des vecteurs x et y

x:y repr�esente le produit scalaire des vecteurs x et y

xT y repr�esente le produit scalaire des vecteurs x et y

2 La projection perspective

Le mod�ele st�enop�e, appel�e �egalement \projectif lin�eaire", consiste �a consid�erer que la
cam�era e�ectue une projection perspective de centre C sur un plan r�etinien �. A�n d'ex-
primer cette projection dans les coordonn�ees de l'espace et de l'image, il est n�ecessaire de
connâ�tre le changement de rep�ere entre la sc�ene observ�ee et le rep�ere attach�e �a la cam�era.
Un point M de l'espace a pour coordonn�ees (X;Y;Z) dans le rep�ere R de l'espace. Un point
m de l'image a pour coordonn�ees (u;v) dans le rep�ere image Ri, d�etermin�e par les axes
horizontal et vertical de l'image avec pour origine le coin sup�erieur gauche. Ce rep�ere image
induit un rep�ere espace R0 dont le troisi�eme axe est donn�e par l'axe optique et le centre

RR n° 3682



4 D. Lingrand

Fig. 1 { Le mod�ele st�enop�e

par le centre optique C tandis que les coordonn�ees X et Y sont align�ees avec les lignes et
colonnes de l'image. Dans le rep�ere image Ri, le point C a pour coordonn�ees (u0;v0;�f), o�u
f est la distance focale (distance du plan r�etinien au centre optique). Le point M de l'espace
a pour coordonn�ees (X 0;Y 0;Z 0) dans le rep�ere R0. La transformation entre les rep�eres R et
R0 est la compos�ee d'une rotation R et d'une translation t. La �gure 1 clari�e les notations.

La projection perspective (voir �gure 2) est repr�esent�ee par l'�equation suivante, dans le
rep�ere attach�e �a la cam�era :

Z m =

0
@ �u  u0 0

0 �v v0 0
0 0 1 0

1
A M (1)

Dans cette projection,

�u et �v repr�esentent les tailles horizontale et verticale des pixels. On d�ecompose parfois
�u = f ku et �v = f kv a�n d'exhiber que ces variables contiennent la focale. Lorsque
�u et �v di��erent, les pixels ne sont pas carr�es mais rectangulaires.

INRIA



Approximations de la projection perspective 5

Fig. 2 { Principe de la projection projective

u0 et v0 repr�esentent la projection du centre optique sur la r�etine, le centre de la zone
fov�eale.

 mesure le d�efaut d'orthogonalit�e du plan des cellules CCD �a par rapport �a l'axe op-
tique. Si  n'est pas nul, les pixels, au lieu d'être rectangulaires, ont une forme de
parall�elogrammes.

3 Les approximations de la projection perspective

Les approximations de la projection perspective sont au nombre de trois :

{ projection para-perspective

{ projection ortho-perspective

{ projection a�ne, appel�ee aussi orthographique, perspective faible (\weak perspective")
ou orthographique gradu�ee (\scaled orthographique") selon son param�etrage.

Ces types de projection di��erent par le nombre de param�etres qu'ils comportent et par
leur plus ou moins bonne ad�equation aux donn�ees observ�ees. Leur analyse est l'objet des
paragraphes suivants.

3.1 �Etat de l'art

Bien que, g�en�eralement, le mod�ele de projection perspective soit le plus souvent utilis�e
dans la litt�erature, di��erentes approximations ont �et�e utilis�ees notamment par Aloimonos
[Alo90], Dementhon et Davis [DD89], Horaud et Christy [HCD94, HDLC97], Soatto et Per-
ona [SP95] ainsi que Lingrand et Vi�eville [LV96].

RR n° 3682



6 D. Lingrand

Poelman et Kanade [PK94] ont utilis�e le mod�ele para-perspectif sur des s�equences d'images
et trouvent des r�esultats meilleurs que pour le mod�ele orthographique lorsque le mouvement
de translation suivant l'axe optique ou orthogonal �a l'axe optique est important. Cependant,
le mod�ele para-perspectif n�ecessite de connâ�tre le centre optique ainsi que la focale. Si ces
param�etres ne sont pas connus, alors, le mod�ele orthographique est �equivalent.

Boufama et Weinshall [BWW94] ont e�ectu�e une comparaison des mod�eles de projection
orthographique et perspectif avec des algorithmes utilisant des invariants sur trois s�equences
d'images avec di��erentes tailles de champ de vue. Le mod�ele orthographique s'av�erant plus
performant pour un petit champ de vue et le mod�ele perspectif plus performant pour un large
champ de vue, il vient naturellement �a l'esprit des auteurs d'utiliser un algorithme combinant
ces deux approches. Ce type d'approche par strati�cation a �et�e utilis�e par d'autres auteurs
pour le mouvement par exemple [HCM97].

Lingrand et Vi�eville, [LV95], ont utilis�e le mod�ele orthographique dans le cas o�u le mou-
vement de la cam�era conserve son plan r�etinien et d'une vision fov�eale pour permettre de
g�en�erer des �equations de reconstruction plus robustes num�eriquement. Quan [Qua96] a utilis�e
ce même mod�ele mais pour des s�equences d'images.

Dans la suite, on se placera dans le rep�ere R0 attach�e �a la cam�era et on notera M =
[X;Y;Z;f0;1g] un point de l'espace dans ce rep�ere respectivement �a l'in�ni et �a distance �nie.

3.2 La projection para-perspective

La projection para-perspective a �et�e utilis�ee pour la premi�ere fois par Ohta [OMS81] a�n
de r�esoudre un probl�eme de reconstruction 3D �a partir de textures (shape from texture). Elle
fut ensuite r�eutilis�ee par divers auteurs, notamment [CH94].

Ce mod�ele est bien adapt�e �a la focalisation d'attention autour d'un angle de vue parti-
culier.

3.2.1 Approximation g�eom�etrique

Cette approximation peut être vue comme une approximation g�eom�etrique, c'est-�a-dire
en supposant que l'objet est loin de la cam�era ou proche de l'axe optique. La projection
est alors correctement approxim�ee par la compos�ee d'une projection parall�ele sur un plan
orthogonal �a l'axe optique et d'une projection perspective. La direction de la projection
parall�ele d�epend de la sc�ene observ�ee (ou de l'objet observ�e) et est donn�ee par la direction
du rayon partant du centre optique de la cam�era vers le centro��de de la sc�ene, i.e. le point
de profondeur moyenne. Le plan image �ctif sur lequel sont projet�es les points issus de la
projection parall�ele est parall�ele au plan r�etinien et passe par le centro��de. La �gure 3 illustre
cette situation qui consiste �a regarder �en coin�.

Notons M0 = [X0 Y0 Z0 1]
T le point de coordonn�ees moyennes (et donc de profondeur

moyenne). Le plan image auxiliaire a pour �equation Z = Z0. Pour un point M = [X Y Z 1]T

de l'espace, notons Ma = [Xa Ya Z0 1]
T le point image auxiliaire correspondant.

INRIA



Approximations de la projection perspective 7

Fig. 3 { Principe de la projection para-perspective

Ecrivons la relation de parall�elisme pour la projection parall�ele :�
CM0 kMaM

Ma 2 P(Z = Z0)
,

(
Xa = X � X0

Z0
Z +X0

Ya = Y � Y0
Z0

Z + Y0

�Ecrivons maintenant les �equations de projection perspective :(
u = �u

Xa

Z0

+  Ya
Z0

+ u0
v = �v

Ya
Z0

+ v0

Soit, en rempla�cant Xa et Ya par leurs expressions :

(
u = �u

Z0
X + 

Z0
Y � 1

Z0

�uX0+ Y0
Z0

Z + �u
X0

Z0
+  Y0

Z0
+ u0

v = �v
Z0

Y � �v
Z0

Y0
Z0

Z + �v
Y0
Z0

+ v0

On remarque qu'on obtient alors un mod�ele lin�eaire en (X;Y;Z) (la profondeur Z n'ap-
parâ�t plus au d�enominateur) mais, en contrepartie, ce mod�ele comporte plus de param�etres
que le mod�ele perspectif originel, et ces param�etres d�ependent de la sc�ene observ�ee. Sachant
qu'il s'agit d'une approximation, on consid�erera que la variation des param�etres X0, Y0 et
Z0 est faible par rapport aux variations des param�etres internes physiques de la cam�era
lorsque le mouvement est faible.

RR n° 3682



8 D. Lingrand

En posant :8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

�upara = �u
Z0

�vpara = �v
Z0

para = 
Z0

�upara = � 1
Z0

�uX0+ Y0
Z0

�vpara = � 1
Z0

�v Y0
Z0

u0para = u0 + �u
X0

Z0

+  Y0
Z0

v0para = v0 + �v
Y0
Z0

,

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

�u = �upara Z0

�v = �vpara Z0

 = para Z0

u0 = u0para � �upara Z0

v0 = v0para � �vpara Z0

X0

Z0

=
para
�upara

�vpara
�vpara

�
�upara
�upara

Y0
Z0

= �
�vpara
�vpara

(2)

En sus des param�etres intrins�eques de la cam�era interviennent X0

Z0
et Y0

Z0
, param�etres repr�esentant

la direction g = [X0 Y0 Z0]
T du regard sur la sc�ene, ainsi que Z0 au titre de facteur d'�echelle.

Les �equations de la projection para-perspective s'�ecrivent alors sous la forme :�
u = �upara X + para Y + �upara Z + u0para
v = �vpara Y + �vpara Z + v0para

(3)

On remarque que (u0para ;v0para) repr�esente le projet�e dans le plan r�etinien du point M0

de l'espace, selon une projection perspective et on note �egalement les relations suivantes :8>><
>>:

�upara = ��upara X0 � para Y0
�vpara = ��vpara Y0
u0para = u0 � �upara
v0para = v0 � �vpara

On obtient ainsi le mod�ele para-perspectif qui s'�ecrit matriciellement de la fa�con suivante :

m =

0
@ �upara para �upara u0para

0 �vpara �vpara v0para
0 0 0 1

1
A M (4)

3.2.2 Approximation au premier ordre

D'un autre point de vue, on peut consid�erer que l'objet est loin de la sc�ene et �ecrire la
coordonn�ee de profondeur Z sous la forme :

Z = Z0 (1 + �Z + o(�Z))

ainsi que les autres coordonn�ees :

X = X0 (1 + �X + o(�X))
Y = Y0 (1 + �Y + o(�Y ))

En �ecrivant les �equations de projection projective, on obtient :(
u = �u

X0

Z0

(1 + �X + o(�X))
1

1+�Z+o(�Z)
+  Y0

Z0

(1 + �Y + o(�Y ))
1

1+�Z+o(�Z)
+ u0

v = �v
Y0
Z0

(1 + �Y + o(�Y ))
1

1+�Z+o(�Z)
+ v0

INRIA



Approximations de la projection perspective 9

Or, il est bien connu que :

1

1 + �Z + o(�Z)
= 1� �Z + o(�Z)

ce qui nous permet de faire disparâ�tre les termes en Z du d�enominateur, soit :(
u = �u

X0

Z0

(1 + �X + o(�X)) (1� �Z + o(�Z)) +  Y0
Z0

(1 + �Y + o(�Y )) (1� �Z + o(�Z)) + u0
v = �v

Y0
Z0

(1 + �Y + o(�Y )) (1� �Z + o(�Z)) + v0

Au premier ordre, il vient :(
u = �u

X0

Z0
(1 + �X � �Z) +  Y0

Z0
(1 + �Y � �Z) + u0

v = �v
Y0
Z0

(1 + �Y � �Z) + v0

Or : 8<
:

�X = X
X0

� 1

�Y = Y
Y0
� 1

�Z = Z
Z0
� 1

D'o�u les �equations suivantes :(
u = �u

Z0

X + 

Z0

Y � 1
Z0

�uX0+ Y0
Z0

Z + u0 +
�uX0+ Y0

Z0

v = �v
Z0

Y � 1
Z0

�v Y0
Z0

Z + v0 +
�v Y0
Z0

qui sont identiques aux �equations (3).
On retrouve ainsi les expressions lin�eaires en les coordonn�ees du point M de l'espace

mais dont les coe�cients d�ependent d'un point �milieu� de la sc�ene M0. On a donc montr�e
l'�equivalence entre l'approximation g�eom�etrique et l'approximation au premier ordre.

3.3 La projection ortho-perspective

Cette approximation de la projection perspective, invent�ee par Dementhon et Davis
[DD89], consiste en une projection orthographique sur un plan image auxiliaire dont la
normale est donn�ee par l'angle sous lequel le point de profondeur moyenneM0 est vu depuis
le centre optique de la cam�era. La �gure 4 illustre ce principe et les notations associ�ees.

Les propri�et�es de cette projection sont le parall�elisme des vecteurs CM0 et MaM et
l'orthogonalit�e des vecteurs MaM0 et MaM, ce qui se traduit par :�

CM0 kMaM

MaM0 ?MaM
,

�
X0 (Xa �X0) + Y0 (Ya � Y0) + Z0 (Za � Z0) = 0
X�Xa

X0

= Y�Ya
Y0

= Z�Za
Z0

RR n° 3682



10 D. Lingrand

Fig. 4 { Principe de la projection ortho-perspective

Avec un peu de calcul, on en d�eduit les coordonn�ees du point auxiliaire Ma :8><
>:

Xa = X0 +X Y0+Z0

X2

0
+Y 2

0
+Z2

0

� Z X0 Z0

X2

0
+Y 2

0
+Z2

0

� Y X0 Y0
X2

0
+Y 2

0
+Z2

0

Ya = Y0 + Y X0+Z0

X2

0
+Y 2

0
+Z2

0

�X Y0 X0

X2

0
+Y 2

0
+Z2

0

� Z Y0 Z0

X2

0
+Y 2

0
+Z2

0

Za = Z0 + Z X0+Y0
X2

0
+Y 2

0
+Z2

0

�X X0 Z0

X2

0
+Y 2

0
+Z2

0

� Y Y0 Z0

X2

0
+Y 2

0
+Z2

0

Ainsi, en reportant dans les �equations de la projection perspective les expressions des
coordonn�ees de Ma, on obtient :8>><

>>:
u = u0 +

(��u (Y
2

0
+Z2

0
)+ X0 Y0)X+(�uX0 Y0� (X

2

0
+Z2

0
))Y

X0 Z0X+Y0 Z0Y�(X2

0
+Y 2

0
)Z�Z0 (X2

0
+Y 2

0
)�Z3

0

+
(�uX0 Z0+ Y0 Z0)Z�(X

2

0
+Y 2

0
+Z2

0
) (�uX0+ Y0)

X0 Z0X+Y0 Z0Y�(X2

0
+Y 2

0
)Z�Z0 (X2

0
+Y 2

0
)�Z3

0

v = v0 + �v
X0 Y0X�(X

2

0
+Z2

0
)Y�(X2

0
+Y 2

0
+Z2

0
)Y0

X0 Z0X+Y0 Z0Y�(X2

0
+Y 2

0
)Z�Z0 (X2

0
+Y 2

0
)�Z3

0

Cette approximation, bien qu'int�eressante d'un point de vue g�eom�etrique n'apporte
aucune simpli�cation dans les �equations, bien au contraire : elle n�ecessite des coe�cients
suppl�ementaires et le d�enominateur des �equations est un polynôme du premier degr�e en les
coordonn�ees tridimensionnelles X , Y et Z.

Au vue de cette complexit�e et sachant que les conditions de validit�e de cette projection
sont similaires �a celles de la projection para-perspective, on pr�ef�erera cette derni�ere, �a moins,
comme dans [Alo90], de consid�erer une approximation de cette projection ortho-perspective :
la projection orthographique qui apporte quant �a elle de nombreux avantages et constitue
l'objet du paragraphe suivant.

INRIA
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Fig. 5 { Principe de la projection orthographique

3.4 La projection orthographique ou a�ne

On rencontre �egalement cette approximation sous les noms de perspective faible (\weak
perspective") ou orthographique gradu�ee (\scaled orthographique"). Elle a �et�e utilis�ee par de
nombreux auteurs comme [Alo90], [CH94], et bien d'autres encore.

Ce mod�ele est bien adapt�e �a la vision fov�eale.

3.4.1 Approximation g�eom�etrique

Il s'agit d'un cas particulier �a la fois de l'approximation para-perspective et de l'approxi-
mation ortho-perspective dans le sens o�u la projection perspective est approxim�ee par la
compos�ee d'une projection orthogonale sur un plan auxiliaire qui est perpendiculaire �a l'axe
optique; c'est �egalement une projection para-perspective dont la direction est orthogonale
au plan image auxiliaire et une projection ortho-perspective dont le plan est orthogonale �a
l'axe optique de la cam�era.

Plus concr�etement, il s'agit d'une projection para-perspective pour laquelle la direction
du regard et la même que celle de l'axe optique de la cam�era.

La �gure 5 illustre cette compos�ee et pr�ecise les notations.
Les relations g�eom�etriques sont les suivantes :8<
:

CM0 kMaM

MaM0 ?MaM

Ma 2 P(Z = Z0)
,

8<
:

X0 (Xa �X0) + Y0 (Ya � Y0) + Z0 (Za � Z0) = 0
X�Xa

X0

= Y�Ya
Y0

= Z�Za
Z0

Za = Z0

RR n° 3682



12 D. Lingrand

Soit : 8<
:

Xa = X
Ya = Y
Za = Z0

Apr�es projection, il vient : �
u = �u

Z0
X + 

Z0
Y + u0

v = �v
Z0

Y + v0

On remarque alors qu'on obtient des �equations lin�eaires en les coordonn�ees X et Y mais,
contrairement �a l'approximation para-perspective, il n'a pas �et�e n�ecessaire d'introduire des
param�etres suppl�ementaires. Cependant, les param�etres intrins�eques d�ependent, tout comme
pour la projection para-perspective, de la profondeur moyenne de la sc�ene.

Ce mod�ele est �equivalent au mod�ele para-perspectif dans le cas o�u on regarde droit devant
soi (vision fov�eale), c'est-�a-dire le cas o�u X0 = 0 et Y0 = 0.

3.4.2 Approximation �a l'ordre 0

D'un point de vue �equationel, il s'agit d'un d�eveloppement �a l'ordre 0 en la profondeur
Z du mod�ele perspectif, Z = Z0 + o(1) :�

u = �u
X
Z0

+  Y
Z0

+ u0
v = �v

Y
Z0

+ v0

Soit, en notant : 8<
:

�uortho = �u
Z0

�vortho = �v
Z0

ortho = 

Z0

sous forme matricielle :

m =

0
@ �uortho ortho 0 u0

0 �vortho 0 v0
0 0 0 1

1
A M (5)

On retrouve bien le mod�ele orthographique, ce qui nous montre l'�equivalence entre l'ap-
proximation g�eom�etrique et l'approximation �a l'ordre 0.

L'avantage de cette projection est de nous procurer, tout comme la projection para-
perspective, des �equations a�nes ce qui simpli�e �enorm�ement les calculs par la suite. Bien
plus restreint que le mod�ele para-perspectif, en g�en�eral, ce mod�ele est cependant bien r�ealiste
dans des cas particuliers pr�ecis que nous allons �etudier dans la suite de ce rapport.
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Fig. 6 { La projection perspective et ses approximations.
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3.5 Di��erents mod�eles en une �equation

Nous r�esumons le principe de la projection perspective et de ses approximations sur la
�gure 6.

Le mod�ele perspectif est le plus g�en�eral. Il peut être approxim�e, lors de conditions
exp�erimentales similaires en une projection para-perspective ou ortho-perspective. Ces deux
approximations peuvent être �a leur tour approxim�ees par la projection orthographique.

Compte tenu de la pauvret�e en simpli�cation alg�ebrique de la projection perspective,
celle-ci n'est utilis�ee dans la litt�erature, voir par exemple [Alo90], que dans le cas de son
approximation orthographique. D'autre part, des auteurs ayant d�evelopp�es des algorithmes
dans le cas sp�eci�que de la projection orthographique, [TK91], [PK93] et [Koe84], ont r�eussi
�a g�en�eraliser leurs m�ethodes au cas para-perspectif, ce qui n��etait pas faisable pour le cas
ortho-perspectif. En�n, la projection ortho-perspective ayant le même domaine de validit�e
que la projection para-perspective en �etant plus compliqu�ee que celle-ci, nous ne consid�erons,
dans la suite que les approximations para-perspective ou orthographique.

Le mod�ele para-perspectif a l'avantage de lin�eariser les �equations de projection mais
poss�ede le d�esavantage d'introduire deux param�etres suppl�ementaires. Le mod�ele orthogra-
phique r�eunit les avantages en lin�earisant les �equations sans faire intervenir de param�etre
suppl�ementaire.

Ces deux mod�eles font intervenir la sc�ene par l'interm�ediaire d'un point de profondeur
moyenne mais conservent tous deux le facteur d'�echelle (les objets proches paraissent plus
grands que les objets lointains).

Cependant, le mod�ele para-perspectif reste tout de même plus pr�ecis que le mod�ele
orthographique, car il tient compte des positions des objets en p�eriph�erie (vus sous un angle
di��erent).

Nous proposons ici un mod�ele g�en�eral de projection pouvant englober les mod�eles vus
pr�ec�edemment (1, 4, 5), en notant x̂ la variable g�en�erique x :

�m =

0
@ �̂u  � �̂u + �u0 (1� �) û0

0 �̂v � �̂v + � v0 (1� �) v̂0
0 0 � (1� �)

1
A M (6)

Dans ce mod�ele, on distingue deux types de param�etres :

{ Param�etres modaux : � et �

{ Param�etres intrins�eques : �u, �v, �u, �v, u0, v0 et 

Les param�etres modaux � 2 f0;1g et � 2 f0;1g d�eterminent le mod�ele de projection :

� �
Projection perspective pure 1 1
Projection orthographique 0 0
Projection para-perspective 1 0

Et nous r�ecapitulons dans le tableau suivant les valeurs des param�etres intrins�eques pour
les approximations de la projection perspective :
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projection projection projection

perspective para-perspective orthographique

�̂u �u
�u
Z0

�u
Z0

�̂v �v
�v
Z0

�v
Z0

�̂u 0 � 1
Z0

�uX0+ Y0
Z0

0

�̂v 0 � 1
Z0

�v Y0
Z0

0

̂  

Z0



Z0

û0 u0 u0 + �u
X0

Z0

+  Y0
Z0

u0
v̂0 v0 v0 + �v

Y0
Z0

v0

4 Disparit�e vectorielle entre deux images

On d�e�nit la disparit�e vectorielle entre deux images par :�
du = u2 � u1
dv = v2 � v1

repr�esentant la mesure du mouvement r�etinien.
A�n de simpli�er les notations, on va consid�erer par la suite que le rep�ere de l'espace

et celui de la cam�era pour la premi�ere image sont confondus. On sait alors se ramener �a
n'importe quel rep�ere de l'espace par une transformation rigide (rotation et translation), cas
particuliers de collin�eation. On notera, dans le cas d'un mouvement de la sc�ene, R et t la
rotation et la translation e�ectu�ees par la sc�ene ou, dans le cas d'un mouvement propre de la
cam�era,RT et �t la rotation et la translation e�ectu�ees par la cam�era entre les deux images.
Si plusieurs objets de la sc�ene sont en mouvement, on ne consid�erera dans un premier temps
qu'un seul objet �a la fois.

La rotation s'exprime comme une exponentielle de la matrice produit vectoriel du vecteur
rotation r = [r0 r1 r2]

T : R = (rij)i;j = exp(~r) dont la direction et le sens d�e�nissent l'axe
de rotation et la norme l'angle de rotation. Le vecteur translation s'exprime quant �a lui
selon :t = [t0 t1 t2]

T .

4.1 Disparit�e vectorielle dans le cas de la projection perspective

Dans le cas de la projection perspective, la disparit�e vectorielle entre deux images s'ex-
prime par : �

u = u0 + �u
X
Z
+  Y

Z

v = v0 + �v
Y
Z

Sachant que les �equations du mouvement s'�ecrivent :�
X2 = r11X1 + r12 Y1 + r13 Z1 + t0
Y2 = r21X1 + r22 Y1 + r23 Z1 + t1
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et en approximant localement une surface par un morceau de plan ne contenant pas l'axe
optique :

Z1 = NX X1 +NY Y1 + ZN

on obtient une expression de la disparit�e vectorielle sous la forme :�
du = [Cu + a u+ b v + u (e u+ g v)]=[Cd � e u� g v]
dv = [Cv + c u+ d v + v (e u+ g v)]=[Cd � e u� g v]

o�u les valeurs des coe�cients peuvent être obtenues par le code Maple suivant :
> r:=matrix([[r11,r12,r13],[r21,r22,r23],[r31,r32,r33]]):
> Z := Nx * X + Ny * Y + ZN:
> equ := au*X/Z + gamma*Y/Z + u_0 - u:
> eqv := av*Y/Z + v0 - v:
> assign(solve({equ,eqv},{X,Y})):
bytes used=23029936, alloc=2096768, time=17.88
> X2:= r[1,1] * X + r[1,2] * Y + r[1,3] * Z + t0:
> Y2:= r[2,1] * X + r[2,2] * Y + r[2,3] * Z + t1:
> Z2:= r[3,1] * X + r[3,2] * Y + r[3,3] * Z + t2:
> u2 := au2 * X2/Z2 + g2 * Y2/Z2 + u0p:
> v2 := av2 * Y2/Z2 + v0p:
> du := factor(u2 - u):
> dv := factor(v2 - v):
> Cu := coeff(coeff(numer(du),u,0),v,0);

Cu := -au2 t0 u_0 Nx av - g2 t1 au v0 Ny + g2 t1 gamma Nx v0 - g2 t1 u_0 Nx av
- u0p r31 ZN v0 gamma + u0p r31 ZN av u_0 + u0p r32 au ZN v0
- u0p r33 ZN au av - u0p t2 au v0 Ny + u0p t2 gamma Nx v0 - u0p t2 u_0 Nx av
- g2 r21 ZN v0 gamma + g2 r21 ZN av u_0 + g2 r22 au ZN v0 - g2 r23 ZN au av
- g2 t1 au av - u0p t2 au av - au2 r11 ZN v0 gamma + au2 r11 ZN av u_0
+ au2 r12 au ZN v0 - au2 r13 ZN au av - au2 t0 au v0 Ny + au2 t0 gamma Nx v0
- au2 t0 au av

> Cv := coeff(coeff(numer(dv),u,0),v,0);
Cv := -v0p t2 u_0 Nx av - av2 r21 ZN v0 gamma + av2 r21 ZN av u_0

+ av2 r22 au ZN v0 - av2 r23 ZN au av - av2 t1 au v0 Ny + av2 t1 gamma Nx v0
- av2 t1 u_0 Nx av - v0p r31 ZN v0 gamma + v0p r31 ZN av u_0
+ v0p r32 au ZN v0 - v0p r33 ZN au av - v0p t2 au v0 Ny + v0p t2 gamma Nx v0
- av2 t1 au av - v0p t2 au av

> Cd := coeff(coeff(denom(du),u,0),v,0);
Cd := -r31 ZN v0 gamma + r31 ZN av u_0 + r32 au ZN v0 - r33 ZN au av - t2 au av

- t2 au v0 Ny + t2 gamma Nx v0 - t2 u_0 Nx av

> a := coeff(numer(du),u);
a := g2 t1 Nx av - u0p r31 ZN av + u0p t2 Nx av - r31 ZN gamma v + r31 ZN v0 gamma

- r31 ZN av u_0 - r32 au ZN v0 + r32 au ZN v + r33 ZN au av + t2 au v0 Ny
- t2 au v Ny - t2 gamma Nx v0 + t2 gamma Nx v + t2 u_0 Nx av - g2 r21 ZN av
+ t2 au av + au2 t0 Nx av - au2 r11 ZN av

> b := coeff(numer(du),v);
b := g2 r21 ZN gamma + g2 t1 au Ny - g2 t1 gamma Nx + u0p r31 ZN gamma - u0p r32 au ZN

+ u0p t2 au Ny - u0p t2 gamma Nx - u r31 ZN gamma + u r32 au ZN - u t2 au Ny
+ u t2 gamma Nx - g2 r22 au ZN + au2 r11 ZN gamma - au2 r12 au ZN
+ au2 t0 au Ny - au2 t0 gamma Nx

> c := coeff(numer(dv),u);
c := v0p t2 Nx av + v r31 ZN av - v t2 Nx av - av2 r21 ZN av + av2 t1 Nx av

- v0p r31 ZN av
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> d := coeff(numer(dv),v);
d := r31 ZN v0 gamma - r31 ZN av u_0 + r31 ZN av u - r32 au ZN v0 + r33 ZN au av

+ t2 au v0 Ny - t2 gamma Nx v0 + t2 u_0 Nx av - t2 u Nx av + av2 r21 ZN gamma
- av2 r22 au ZN + av2 t1 au Ny - av2 t1 gamma Nx + v0p r31 ZN gamma
- v0p r32 au ZN + v0p t2 au Ny - v0p t2 gamma Nx + t2 au av

> e := coeff(numer(du),u^2);
e := r31 ZN av - t2 Nx av

> g := coeff(numer(dv),v^2);
g := r32 au ZN + t2 gamma Nx - t2 au Ny - r31 ZN gamma

4.2 Disparit�e vectorielle dans le cas de la projection para-perspective

On e�ectue le même raisonnement que pr�ec�edemment mais en utilisant les �equations de
la projection para-perspective :�

u = u0 + �uX +  Y + �u Z
v = v0 + �v Y + �v Z

et on obtient alors une expression a�ne en (u;v) de la disparit�e vectorielle sous la forme :�
du = Cu + a u+ b v
dv = Cv + c u+ d v

Similairement au paragraphe pr�ec�edent, on obtient les valeurs des coe�cients par quelques
calculs :

a := coeff(numer(du),u);
b := coeff(numer(du),v);
c := coeff(numer(dv),u);
d := coeff(numer(dv),v);
> r:=matrix([[r11,r12,r13],[r21,r22,r23],[r31,r32,r33]]):
> Z := Nx * X + Ny * Y + ZN:
> equ := au*X + g*Y + bu*Z + u_0 - u:
> eqv := av*Y + bv*Z + v0 - v:
> assign(solve({equ,eqv},{X,Y})):
bytes used=1000120, alloc=786288, time=0.54
> X2:= r[1,1] * X + r[1,2] * Y + r[1,3] * Z + t0:
> Y2:= r[2,1] * X + r[2,2] * Y + r[2,3] * Z + t1:
> Z2:= r[3,1] * X + r[3,2] * Y + r[3,3] * Z + t2:
>
> u2 := au2 * X2 + g2 * Y2 + bu2 * Z2 + u0p:
> v2 := av2 * Y2 + bv2 * Z2 + v0p:
> du := factor(u2 - u):
> dv := factor(v2 - v):
> Cu := coeff(coeff(numer(du),u,0),v,0);
Cu := au2 r11 av u_0 - au2 r11 v0 g + au2 r12 au v0 - au2 t0 au av

+ g2 r21 av u_0 - g2 r21 v0 g + g2 r22 au v0 - g2 t1 au av
+ bu2 r31 av u_0 - bu2 r31 v0 g + bu2 r32 au v0 - bu2 t2 au av
- u0p au bv Ny + u0p g bv Nx - u0p bu Nx av - au2 r11 Ny bu v0
- au2 r11 bv ZN g + au2 r11 bv Ny u_0 + au2 r11 ZN bu av
+ au2 r12 au bv ZN + au2 r12 bu Nx v0 - au2 r12 u_0 bv Nx
+ au2 r13 Nx av u_0 - au2 r13 Nx v0 g + au2 r13 Ny au v0
- au2 r13 ZN au av - au2 t0 au bv Ny - u0p au av + au2 t0 g bv Nx
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- au2 t0 bu Nx av - g2 r21 Ny bu v0 - g2 r21 bv ZN g + g2 r21 bv Ny u_0
+ g2 r21 ZN bu av + g2 r22 au bv ZN + g2 r22 bu Nx v0 - g2 r22 u_0 bv Nx
+ g2 r23 Nx av u_0 - g2 r23 Nx v0 g + g2 r23 Ny au v0 - g2 r23 ZN au av
- g2 t1 au bv Ny + g2 t1 g bv Nx - g2 t1 bu Nx av - bu2 r31 Ny bu v0
- bu2 r31 bv ZN g + bu2 r31 bv Ny u_0 + bu2 r31 ZN bu av
+ bu2 r32 au bv ZN + bu2 r32 bu Nx v0 - bu2 r32 u_0 bv Nx
+ bu2 r33 Nx av u_0 - bu2 r33 Nx v0 g + bu2 r33 Ny au v0
- bu2 r33 ZN au av - bu2 t2 au bv Ny + bu2 t2 g bv Nx - bu2 t2 bu Nx av

> Cv := coeff(coeff(numer(dv),u,0),v,0);
Cv := -v0p au av + av2 r21 av u_0 - av2 r21 v0 g + av2 r22 au v0

- av2 t1 au av + bv2 r31 av u_0 - bv2 r31 v0 g + bv2 r32 au v0
- bv2 t2 au av - v0p au bv Ny + v0p g bv Nx - v0p bu Nx av
- av2 r21 Ny bu v0 - av2 r21 bv ZN g + av2 r21 bv Ny u_0
+ av2 r21 ZN bu av + av2 r22 au bv ZN + av2 r22 bu Nx v0
- av2 r22 u_0 bv Nx + av2 r23 Nx av u_0 - av2 r23 Nx v0 g
+ av2 r23 Ny au v0 - av2 r23 ZN au av - av2 t1 au bv Ny + av2 t1 g bv Nx
- av2 t1 bu Nx av - bv2 r31 Ny bu v0 - bv2 r31 bv ZN g
+ bv2 r31 bv Ny u_0 + bv2 r31 ZN bu av + bv2 r32 au bv ZN
+ bv2 r32 bu Nx v0 - bv2 r32 u_0 bv Nx + bv2 r33 Nx av u_0
- bv2 r33 Nx v0 g + bv2 r33 Ny au v0 - bv2 r33 ZN au av - bv2 t2 au bv Ny
+ bv2 t2 g bv Nx - bv2 t2 bu Nx av

> a := coeff(numer(du),u);
a := -au2 r11 av - g2 r21 av - bu2 r31 av + au bv Ny - g bv Nx + bu Nx av

- au2 r11 bv Ny + au2 r12 bv Nx - au2 r13 Nx av + au av - g2 r21 bv Ny
+ g2 r22 bv Nx - g2 r23 Nx av - bu2 r31 bv Ny + bu2 r32 bv Nx
- bu2 r33 Nx av

> b := coeff(numer(du),v);
b := au2 r11 g - au2 r12 au + g2 r21 g - g2 r22 au + bu2 r31 g - bu2 r32 au

+ au2 r11 Ny bu - au2 r12 bu Nx + au2 r13 Nx g - au2 r13 Ny au
+ g2 r21 Ny bu - g2 r22 bu Nx + g2 r23 Nx g - g2 r23 Ny au
+ bu2 r31 Ny bu - bu2 r32 bu Nx + bu2 r33 Nx g - bu2 r33 Ny au

> c := coeff(numer(dv),u);
c := -av2 r21 bv Ny - av2 r21 av - bv2 r31 av + av2 r22 bv Nx - av2 r23 Nx av

- bv2 r31 bv Ny + bv2 r32 bv Nx - bv2 r33 Nx av

> d := coeff(numer(dv),v);
d := bu Nx av + au av + au bv Ny - g bv Nx + av2 r21 g - av2 r22 au

+ bv2 r31 g - bv2 r32 au + av2 r21 Ny bu - av2 r22 bu Nx + av2 r23 Nx g
- av2 r23 Ny au + bv2 r31 Ny bu - bv2 r32 bu Nx + bv2 r33 Nx g
- bv2 r33 Ny au

4.3 Disparit�e vectorielle dans le cas de la projection orthographique

De même que pr�ec�edemment, et en utilisant les �equations de la projection orthogra-
phique : �

u = u0 + �uX +  Y
v = v0 + �v Y

on obtient encore une expression a�ne en (u;v) de la disparit�e vectorielle mais avec des
coe�cients plus simples et que l'on va pouvoir exploiter :�

du = Cu + a u+ b v
dv = Cv + c u+ d v
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avec :8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

Cu = u00 + �0u (r13 ZN + t0) + 0 (r23 ZN + t1)�
u0
�u

(�0u (r11 +NX r13) + 0 (r21 +NX r23))

� v0
�v

(�0u (r12 +NY r13) + 0 (r22 +NY r23)�


�u
(�0u (r11 +NX r13) + 0 (r21 +NX r23)))

Cv = v00 + �0v (r23 ZN + t1)�
u0 �

0

v

�u
(r21 +NX r23)�

v0 �
0

v

�v
((r22 +NY r23) +

 �0v
�u �v

(r21 +NX r23))

a = 1
�u

[�0u (r11 +NX r13) + 0 (r21 +NX r23)]� 1

b = 1
�v

[�0u (r12 +NY r13) + 0 (r22 +NY r23)�


�u
(�0u (r11 +NX r13) + 0 (r21 +NX r23))]

c =
�0v
�u

(r21 +NX r23)

d =
�0v
�v

((r22 +NY r23)�

�u

(r21 +NX r23))� 1

Nous avons d�ej�a �etudi�e dans [LV96] le cas o�u le mouvement est su�samment faible pour
être approxim�e au premier ordre : R = I + ~r. En supposant de plus que le facteur  est
n�egligeable, et que les param�etres intrins�eques sont �xes, on obtient alors des relations bien
plus simples entre les param�etres permettant de retrouver la normale [NX NY � 1]T .

4.4 Retour au cas de la projection perspective

Nous avons vu que dans ce cas, l'expression n'est pas a�ne :�
du = [Cu + a u+ b v + u (e u+ g v)]=[Cd � e u� g v]
dv = [Cv + c u+ d v + v (e u+ g v)]=[Cd � e u� g v]

sauf si on annule les coe�cients suivants :8<
:

e = t2 (r
2
0 + r21 + r22 + 4)NX �v � 2ZN (r2 r0 � 2 r1)�v

g = �t2 (r
2
0 + r21 + r22 + 4)  NX + t2 (r

2
0 + r21 + r22 + 4)�uNY � 2�u ZN (r2 r1 + 2 r0)

+2ZN (r2r0 � 2 r1) 

Dans le cas d'une con�guration g�en�erale de points 3D, pour que ces coe�cients soient tou-
jours nuls, il faut qu'ils soient ind�ependants du point (donc de la normale). Ainsi, t2 = 0 et
r0 = r1 = 0 ce qui correspondant �a un mouvement r�etinien (pour lequel le plan r�etinien est
invariant).

Dans des con�gurations particuli�eres de points 3D telles que points coplanaires (NX , NY

et ZN constants), ou plus g�en�eralement, points tels que NX

ZN
et NY

ZN
soient constants, on peut

�etablir des conditions sur t2 et r2 par exemple (�a moduler en fonction des annulations de
d�enominateurs) : (

t2 = 2 ZN
NX

r2 r0�2 r1
r2
0
+r2

1
+r2

2
+4

r2 = 2 NY r0�NX r1
NX r0+NY r1

(7)

Une application �a la robotique du cas de mouvement r�etinien est pr�esent�ee dans [LV96].
On a ainsi montr�e que dans le cas du mouvement r�etinien ou de mouvement d�e�ni

par l'�equation (7) dans des con�gurations particuli�eres de points, au niveau de la disparit�e
vectorielle, les mod�eles para-perspectifs ou orthographiques ont des �equations similaires �a
celle de la projection perspective. Les di��erences entre les deux approximations se situent
au niveau des expressions des coe�cients.
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5 La matrice fondamentale

Apr�es avoir �etudi�e la disparit�e vectorielle, nous allons maintenant nous int�eresser �a la
matrice fondamentale qui �etablit une relation entre les points des images sans d�ependre de
la profondeur comme c'�etait le cas dans le chapitre pr�ec�edent.

Nous allons tout d'abord rappeler l'expression de la matrice fondamentale [Fau93] dans
le cas de la projection perspective avant de g�en�eraliser son expression et sa validit�e dans les
cas para-perspectif et orthographique.

5.1 La matrice fondamentale dans le cas de la projection perspec-

tive

Dans ce paragraphe, on notera parM1 = [X1 Y1 Z1]
T un point de l'espace qui se projette

en m1 = [u1 v1 1]
T (on prend la partie (3x3) non nulle de la matrice de projection) selon :

�1m1 = A1M1 (8)

Apr�es une rotation R et une translation t, il atteint une position M2 = [X2 Y2 Z2]
T et

se projette en m2 = [u2 v2 1]T :

M2 = RM1 + t (9)

et

�2m2 = A2M2 (10)

En combinant (9) et (10), on obtient :

�2m2 = A2RM1 +A2 t

M1 est remplac�e par sa valeur en (8) ce qui fournit :

�2m2 = �1 A2RA�1

1| {z }
H1

m1 +A2 t|{z}
e

(11)

On remarque l'apparition dans cette �equation de l'homographie du plan �a l'in�ni H1

(voir paragraphe 6) ainsi que de l'�epipôle e d�e�ni pr�ec�edemment.
Il su�t alors de prendre le produit vectoriel de A2 t par l'�equation (11) et d'en prendre

ensuite la produit scalaire par m2 pour obtenir :

0 =mT

2
~(A2 t)A2RA�1

1
m1

La matrice fondamentale, dans le cas de la projection perspective, s'exprime alors par :

F = ~(A2 t)A2RA�1

1

ce qui est une expression qui ne d�epend pas des coordonn�ees des points de l'image, contrai-
rement aux coe�cients de la disparit�e vectorielle.

On peut remarquer dans ce cas que la matrice fondamentale ne permettra jamais de
retrouver la norme de la translation; celle-ci ne d�epend donc que de deux param�etres.
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5.2 La matrice fondamentale dans le cas des approximations de la

projection perspective

Consid�erant deux images cons�ecutives (les coordonn�ees des points sont �a nouveau des
coordonn�ees projectives) :

9(�1;�2;M1;M2;A1;A2)=

�
�1m1 = A1M1

�2m2 = A2M2

(12)

La position M2 du point M est obtenue apr�es une rotation R et une translation t depuis
la position M1 :

M2 = [Rjt]M1

Les �equations pr�ec�edentes s'�ecrivent :

9(�1;�2;X1;Y1;Z1;A1;A2)=

�
�1m1 = A1M1

�2m2 = A2 [Rjt]M1

Ce qui peut �egalement se mettre sous la forme :

9(A1;A2)=

������������

m1

0
@ 0

0
0

1
A A10

@ 0
0
0

1
A m2 A2 [Rjt]

������������
= 0 (13)

On peut remarquer qu'il s'agit d'une forme bilin�eaire en m1 et m2, ce qui montre que
ce r�esultat peut se mettre sous une forme plus habituelle, utilisant une g�en�eralisation de la
matrice fondamentale :

m2
T F(A1;A2;R;t)m1 = 0 (14)

Notons par ai les lignes des matrices de projection :

A1 = [a1 a2 a3]
T

A2 [Rjt] = [a4 a5 a6]
T

o�u, pour chaque i : ai = [ai1 ai2 ai3 ai4].
R�e�ecrivons l'�equation (13) en utilisant cette notation :������������

u1 0 a1
v1 0 a2
1 0 a3
0 u2 a4
0 v2 a5
0 1 a6

������������
= 0 (15)
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et notons d��� le d�eterminant suivant :

d��� =

��������
a�
a�
a
a�

�������� =
��������
a�1 a�2 a�3 a�4
a�1 a�2 a�3 a�4
a1 a2 a3 a4
a�1 a�2 a�3 a�4

��������
En d�eveloppant le d�eterminant de l'�equation (15) par la premi�ere colonne puis par la seconde
colonne, on obtient :

m2
T

0
@ d2356 �d1356 d1256
�d2346 d1346 �d1246
d2345 �d1345 d1245

1
A

| {z }
F

m1 = 0

Ce qui nous fournit une expression g�en�erale de F, quelque soit la projection utilis�ee et
permet de v�eri�er, par un simple calcul, que son d�eterminant est nul. Son expression g�en�erale
en fonction des param�etres intrins�eques et extrins�eques peut être ais�ement calcul�ee mais
n'apporte aucune clart�e.

Cette matrice �etant par ailleurs d�e�nie �a un facteur d'�echelle pr�es, comme on peut s'en
convaincre par l'�equation (14), elle poss�ede ainsi au plus 7 degr�es de libert�e.

Si on fait le d�ecompte des degr�es de libert�e :

{ R d�epend de 3 param�etres

{ t d�epend de 3 param�etres

{ A1 et A2 d�ependent g�en�eralement de 4 ou 5 param�etres

ce qui fait g�en�eralement plus que 7 param�etres: la matrice fondamentale ne permet ainsi pas
de retrouver les param�etres dans le cas g�en�eral mais fournit des relations entre les param�etres
appel�ees �equations de Kruppa [Fau93]. Ces �equations nous permettent de d�eterminer certains
param�etres si on a une connaissance d'un sous-ensemble de param�etres.

D'autre part, dans le cas des approximations para-perspective et orthographique, on
remarque que la derni�ere ligne de la matrice de projection est [0 0 0 1] ce qui reste vrai
apr�es mouvement (R;t) donc a3 et a6 sont identiques et tout d�eterminant d��� pour lequel
f3;6g � f�;�;;�g est nul. Ainsi, la matrice fondamentale aura pour forme :

F =

0
@ 0 0 d1256

0 0 �d1246
d2345 �d1345 d1245

1
A

ce qui n'apporte que peu d'information.
En particulier, dans le cas orthographique, et en supposant  nul, l'expression de la

matrice fondamentale est :0
@ 0 0 �2�u �v �

0

v (1 + t2) (�r2r1 + 2r0)
0 0 �2 (1 + t2)�u �v �

0

u (r2 r0 + 2 r1)
2�v �

0

u �
0

v (r2 r1 + 2 r0) �2�0u �
0

v �u (�2 r1 + r2 r0) f33

1
A
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o�u :

f33 = �2 (r1 r2 + 2 r0)u0 �
0

u �
0

v �v + v00 (2 r1 + r0 r2)�u �
0

u �v
+2u00 (2 r0 � r1 r2)�u �

0

v �v + 2 t0 (2 r0 � r1 r2)�u (�
0

u + 1)�0v �v
+2 (r0 r2 � 2 r1)�u �

0

u �
0

v v0 + 2 t1 (r0 r2 + 2 r1)�u �
0

u (�
0

v + 1)�v

On a d�emontr�e dans [VL95], dans le cas de la projection perpective, l'�equivalence entre une
matrice fondamentale de la forme :

F =

0
@ 0 0 f13

0 0 f23
f31 f32 f33

1
A

et un mouvement r�etinien (translation parall�ele au plan r�etinien et rotation d'axe parall�ele
�a l'axe optique). Ceci nous montre donc que les cas para-perspectif et orthographique sont
donc des sous-cas du cas de la projection perspective avec mouvement r�etinien.

6 Les homographies

6.1 Homographie dans le cas de la projection perspective

Dans le cas o�u la projection est perspective et la translation t nulle, la matrice fonda-
mentale est nulle ce qui n'apporte aucune information. Par contre, si on prend les parties
(3x3) non nulles de A1 et A2, alors, les �equations :8<

:
Z1m1 = A1M1

Z2m2 = A2M2

M2 = RM1

fournissent :

m2 =
Z1

Z2
A2RA1

�1m1

ce qui constitue une homographie �m1 = H1m2 entre les deux images H1 = A2RA1
�1.

D'autres part, si on consid�ere une sc�ene plane o�u le plan a pour normale n et distance
par rapport �a l'origine d, on obtient :

�
nT M1 = d

�
\ [M2 = RM1 + t] =)M2 =

�
R+

t nT

d

�
M1

Ce qui correspond au cas de la rotation pure en prenant R0 = R + t n
T

d
. Ainsi, il y

a �equivalence entre mouvement sans translation et mouvement d'un plan. Si on se place
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dans le cas d'une projection perspective, il existe une relation homographique entre les deux
images :

�m2 = Hm1

avec :

H = A2

�
R+

t nT

d

�
A1

�1

6.2 Homographie dans le cas de la projection para-perspective

A�n de simpli�er les notations, nous noterons les param�etres intrins�eques de la cam�era
�u, �v , �u, �v , , u0 et v0. De plus, pour une matrice A, on notera par (A)3 son troisi�eme
vecteur colonne et par (A)�3 la matrice compos�ee des colonnes des A sauf la troisi�eme
colonne. Nous noterons �egalement M = [X Y 1]T le vecteur r�eduit d'un point de l'espace.

Nous avons vu au paragraphe 2 que la projection para-perspective s'exprime de la fa�con
suivante :

0
@u
v
1

1
A =

0
@�u  �u u0

0 �v �v v0
0 0 0 1

1
A

| {z }
A

0
BB@
X
Y
Z
1

1
CCA

ce qui peut s'�ecrire �egalement :0
@u
v
1

1
A =

0
@�u  u0

0 �v v0
0 0 1

1
A

| {z }
(A)�3

0
@X
Y
1

1
A

| {z }
M

+Z

0
@�u
�v
1

1
A

| {z }
(A)3

o�u (A)�3 est une matrice carr�ee inversible :

det((A)�3) = �u �v 6= 0

Pour deux vues, les �equations de projection s'�ecrivent alors :�
m1 = (A1)�3M1

+ Z1 (A1)3 )M
1
= ((A1)�3)

�1m1 � Z1 ((A1)�3)
�1 (A1)3

m2 = A2M2

(16)

L'�equation du mouvement se met sous la forme : M2 = [Rjt]M1

Ainsi, en combinant ceci avec les �equations (16), on obtient :
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m2 = A2 [Rjt]M1

= (A2 [Rjt])�3M1
+ Z1 (A2 [Rjt])3

= (A2 [Rjt])�3 ((A1)�3)
�1| {z }

H1para

m1 � Z1 (A2 [Rjt])�3 ((A1)�3)
�1 (A1)3 + Z1 (A2 [Rjt])3

Soit :

m2 = H1para
m1 + Z1K (17)

o�u K = (A2 [Rjt])3 � (A2 [Rjt])�3 ((A1)�3)
�1 (A1)3

L'�equation (17) repr�esente une homographie si et seulement si le vecteur Z1K est lui-
même issu de m1 par une homographie ce qui est �equivalent aux deux cas suivants :

1. soit Z1 est un polynôme du premier degr�e en X1 et Y1.

2. soit les coordonn�ees de K sont nulles,

Nous allons maintenant examiner ces deux cas, le premier correspondant �a une contrainte
de nature g�eom�etrique, le second �a une contrainte sur les param�etres de mouvement.

6.2.1 Condition de g�eom�etrie :

La premi�ere condition est une condition de g�eom�etrie des points de la sc�ene et impose
que ceux-ci soient sur un plan d'�equation Z = aX + b Y + c, c'est-�a-dire un plan ne passant
pas par l'axe optique. Le centro��de M0 appartenant �a ce plan, l'�equation sera de la forme :

Z = a (X �X0) + b (Y � Y0) + Z0 = nM

Ainsi, l'�equation (17) s��ecrit :

m2 = Hparam1 + nM1

et l'�equation de projection dans la premi�ere image issue de (16) :

m1 = (A1)�3M1 + (A1)3 nM1

= ((A1)�3 + (A1)3 n)| {z }
B

M1

Il nous reste �a v�eri�er que la matrice B est inversible :

det(B) =

������
�u + a �u  + b �u u0 + (�aX0 � b Y0 + Z0)�u

a �v �v + b �v v0 + (�aX0 � b Y0 + Z0)�v
0 0 1

������
= (�u + a �u) (�v + b �v)� ( + b �u) a �v
= �u �v + a �u �v + b �v �u �  a �v
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Dans le cas o�u le param�etre  est nul et en utilisant les relations (2), cela revient �a imposer :

Z0 6= aX0 + b Y0

qui signi�e que le plan ne doit pas contenir le centre optique. On veut donc des points
�eloign�es et sur un même plan ne contenant ni l'axe optique ni le centre optique, on veillera
donc �a ce que ce plan soit un plan approximativement fronto-parall�ele.

Dans ce cas, l'homographie s'exprime par :

Hpara = (A2 [Rjt])�3 ((A1)�3)
�1 + n ((A1)�3 + (A1)3 n)

�1

6.2.2 Condition sur le mouvement :

La seconde condition revient �a imposer une contrainte sur les param�etres du mouvement.
L'expression de l'homographie est simpli��ee :

H1para
= (A2 [Rjt])�3 ((A1)�3)

�1

par la nullit�e du vecteur :

K = (A2 [Rjt])3 � (A2 [Rjt])�3 ((A1)�3)
�1 (A1)3 = 0

Soit, en d�eveloppant :

0 =

0
@�0u 0 �0u u00

0 �0v �0v v00
0 0 0 1

1
A
0
BB@
r13
r23
r33
0

1
CCA

�

0
@�0u 0 �0u u00

0 �0v �0v v00
0 0 0 1

1
A
0
BB@
r11 r12 t0
r21 r22 t1
r31 r32 t2
0 0 1

1
CCA
0
@ 1

�u

�

�u �v

 v0��v u0
�u �v

0 1
�v

�v0
�u

0 0 1

1
A
0
@�u
�v
0

1
A

Dans le produit A2 [Rjt], c'est la derni�ere colonne qui comprend les param�etres de trans-
lation et donc, le vecteur colonne (A2 [Rjt])3 ne d�epend pas de la translation. Ainsi, dans le
produit (A2 [Rjt])�3 ((A1)�3)

�1, c'est toujours dans la derni�ere colonne qu'on retrouve les
param�etres de translation. Lors du produit de ceci par (A1)3 dont la troisi�eme coordonn�ee
est nulle, les termes concernant la translation disparaissent. Ainsi, les contraintes sur le
mouvement ne concernent que la rotation. De plus, la derni�ere coordonn�ee de K est nulle.
Nous auront ainsi deux contraintes que l'on peut montrer ind�ependantes sur les param�etres
de rotation: l'axe de rotation est donc �x�e.

A�n d'exhiber plus clairement ces contraintes, nous allons tout d'abord consid�erer que le
param�etre  de la cam�era est nul pour les deux images, ce qui constitue une hypoth�ese tout
�a fait plausible vue que nous sommes d�ej�a en pr�esence d'une approximation de la projection
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perspective. Prenant aussi en compte le fait que �u = ��u
X0

Z0

et �v = ��v
Y0
Z0

, on obtient
alors les contraintes suivantes :8>><
>>:

0 = �X0 Z0 r
2
0 +X0 Z0 r

2
2 � 2X2

0 r1 +X2
0 r2 r0 + 2Y0 Z0 r2 � Y0 Z0 r1 r0 + 2Y0X0 r0

+Y0X0 r2 r1 � 2Z2
0 r1 � Z2

0 r2 r0
0 = �2X0Z0 r2 �X0 Z0 r1 r0 � 2X0 Y0 r1 +X0 Y0 r2 r0 � Y0 Z0 r

2
1 + Y0 Z0 r

2
2 + 2Y 2

0 r0
+Y 2

0 r2 r1 + 2Z2
0 r0 � Z2

0 r2 r1

Ce qui se met sous la forme :(
0 = (�r2X0 + r0 Z0)

�
(r0 Y0 + 2Z0)

2 + (X0 r0 + Z0 r2)
2 + (Y0 r2 � 2X0)

2
�

r1 = �
X0 Z0 r

2

0
�X0 Z0 r

2

2
�2 Y0X0 r0�X

2

0
r2 r0�2 Y0 Z0 r2+Z

2

0
r2 r0

2X2

0
�Y0X0 r2+2Z2

0
+Y0 Z0 r0

La premi�ere �equation o�re deux possibilit�es :

{ soit r0 = r2
X0

Z0

et, par substitution dans la seconde �equation, r1 = r2
Y0
Z0

{ soit r2 = 2 X0

Y0
et r0 = �2 Z0

Y0
mais ces valeurs annulent le d�enominateur de r1. Il n'y

a pas de solution dans ce cas.

On obtient donc une solution sous la forme : r = �M0 L'angle de la rotation est libre
mais son axe correspond �a la direction du regard.

Un raisonnement similaire peut être fait dans le cas o�u on prend en compte la non
nullit�e du param�etre  (voir [Lin99]). L'inuence de  se retrouve sur l'axe de rotation dont
la direction est l�eg�erement modi��ee.

En r�esum�e, dans le cas de la projection para-perspective, on est en pr�esence d'une relation
homographique si et seulement si on respecte une des deux conditions suivantes :

condition sur le mouvement : l'axe de rotation correspond �a la direction du regard (di-
rection par laquelle la cam�era voit le centro��de de la sc�ene)

condition g�eom�etrique : les points de la sc�ene sont sur un plan ne contenant pas l'axe
optique

6.3 Homographie dans le cas de la projection orthographique

On emploie les mêmes notations que lors du paragraphe pr�ec�edent.
Ainsi, nous avons vu pr�ec�edemment que la projection orthographique s'exprime de la

fa�con suivante :

0
@u
v
1

1
A =

0
@�u  0 u0

0 �v 0 v0
0 0 0 1

1
A

| {z }
A

0
BB@
X
Y
Z
1

1
CCA

ce qui peut s'�ecrire �egalement :
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m = (A)�3M

o�u (A)�3 est une matrice carr�ee inversible :

det((A)�3) = �u �v 6= 0

Pour deux vues, les �equations de projection s'�ecrivent alors :�
m1 = (A1)�3M1 )M1 = ((A1)�3)

�1m1

m2 = (A2)�3M2
(18)

Le mouvement rigide s'exprime quant �a lui par :

M2 = ([Rjt])�3M1 + Z1 ([Rjt])3

En combinant ces �equations, on obtient :

m2 = (A2)�3 ([Rjt])�3 ((A1)�3)
�1| {z }

H1ortho

m1 + Z1 (A2)�3 ([Rjt])3| {z }
K0

On est donc en pr�esence d'une relation homographique si et seulement si K est nul ou
Z1 est un polynôme du premier degr�e en X1 et Y1.

6.3.1 Condition sur le mouvement :

Tout comme dans le cas de la projection para-perspective, on obtient deux conditions
ind�ependantes pour l'existence de l'homographie. On retrouve la condition sur la g�eom�etrie
de la sc�ene : les points sont situ�es sur un même plan ne contenant pas l'axe optique. La
nullit�e du vecteur K0 impose des conditions sur les param�etres du mouvement :

K0 = 0, r13 = r23 = r33 , r0 = r1 = 0

ce qui revient �a imposer �a l'axe de rotation d'être parall�ele �a l'axe optique qui, dans le cas
de la projection orthographique correspond �a la direction du regard. La translation n'est
pas contrainte.

On peut alors remarquer que, �etant donn�e les conditions de validit�e de la projection
orthographique vue au paragraphe 3.4, i.e. l'objet est loin de la cam�era et le mouvement
laisse invariant le plan r�etinien, on aura ainsi toujours une relation homographique entre les
images.

L'homographie s'exprime par :

H1ortho
= (A2)�3 ([Rjt])�3 ((A1)�3)

�1
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6.3.2 Condition de g�eom�etrie :

La seconde condition impose aux points de la sc�ene d'appartenir �a un plan ne contenant
pas l'axe optique et d'�equation :

Z = [a b Z0] [X Y 1]T = nT M

d'o�u :

m2 =
�
(A2)�3 ([Rjt])�3 ((A1)�3)

�1 + (A2)�3 ([Rjt])3 n
T ((A1)�3)

�1
�
m1

L'homographie s'exprime donc par :

Hortho =
�
(A2)�3 ([Rjt])�3 ((A1)�3)

�1 + (A2)�3 ([Rjt])3 n
T ((A1)�3)

�1
�

Il n'est pas �etonnant que le cas orthographique s'ins�ere dans le cas para-perspectif car
il est un cas particulier de ce dernier pour lequel la direction du regard est celle de l'axe
optique.

On peut alors remarquer que, �etant donn�e les conditions de validit�e de la projection
orthographique vue au paragraphe 3.4, i.e. l'objet est loin de la cam�era et le mouvement
laisse invariant le plan r�etinien, on aura ainsi toujours une relation homographique entre les
images.

Nous r�esumons ces r�esultats dans le tableau suivant :

projection condition sur le mouvement condition g�eom�etrique

perspective pas de translation plan quelconque
para-perspective axe de rotation k direction du regard plan� Z = a (X �X0) + b (Y � Y0) + Z0

orthographique axe de rotation k axe optique plan Z = aX + b Y + Z0

*: ce plan ne doit pas contenir le centre optique i.e. Z0 6= aX0 + b Y0

7 Conclusion

Cette �etude a montr�e les int�erêts des approximations de la projection perspective lorsque
celles-ci sont valides. La projection para-perspective, approximation au premier ordre, pr�esente
l'avantage de fournir des �equations de projection lin�eaire en les coordonn�ees des points tridi-
mensionnels mais en ajoutant deux param�etres suppl�ementaires. La projection orthoperspec-
tive est une approximation du même ordre que la para-perspective mais fournit des �equations
inexploitables ou du moins n'apportant aucune simpli�cation. La projection orthographique,
cas particulier �a la fois de la projection paraperspective et orthographique, r�econcilie ces deux
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approches en fournissant des �equations lin�eaires en les coordonn�ees des points tridimension-
nels sans param�etre suppl�ementaire. On notera toutefois que les param�etres de projection
d�ependent des coordonn�ees d'un point central de la sc�ene.

S'int�eressant �a la disparit�e vectorielle, on montre que celle-ci est lin�eaire dans les cas
para-perspectif et orthographique, et rationnelle dans le cas perspectif. Cependant, dans le
cas perspectif, si le mouvement est r�etinien, la disparit�e est lin�eaire.

Apr�es avoir g�en�eralis�e la notion de matrice fondamentale, on s'est int�eress�e aux mou-
vements et structures g�eom�etriques sp�eci�ques pour lesquels la matrice fondamentale n'est
plus utilisable et o�u il existe une relation homographique entre les points des images.

Ceci est �a la base d'un travail bien plus vaste concernant l'�etude exhaustive des cas
particuliers de mouvement, de mod�ele de cam�era et de structure de sc�ene tridimensionnelle
en cours, g�en�eralisation de [VL99].
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