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RÉSUMÉ :
On prouve que si le graphe d’interaction d’un réseau booléenest sans source et sans circuit négatif (resp. positif) alors il

existe plusieurs point fixes (resp. aucun point fixe) dans la dynamique du réseau.

MOTS CLÉS:
Réseau booléen, point fixe, graphe d’interaction, dérivée discrète, circuit positif, circuit négatif, réseau de genes

ABSTRACT:
We prove that if the interaction graph of a boolean network iswithout source and without negative (resp. positive) circuit,

then there are several stables states (resp. no stable state) in the dynamics of the network.
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Boolean network, fixed point, interaction graph, discrete derivative, positive circuit, negative circuit, gene network
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x̄i = (x1, . . . , x̄i, . . . , xn).
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F : {0, 1}n → {0, 1}n, F (x) = (f1(x), . . . , fn(x)).
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f1(x) = x2 + x3
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æ �����yýU�«úyù ��C@û
�

1 + 1 = 1
ë

NÂô �G�oúA�GýU� ��

F
ú�ù¿÷�õ2����ú3�
øyù¿öµô�ÿ���ùZ�%CK�I���oú8��� �yÿ«ú
þ$ô

Γ(F )
úyÿ��4�Iô �/
��yýIý ��ó�õ ùK���

x F (x)
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(0, 1, 0) (1, 1, 0)
(0, 1, 1) (1, 1, 0)
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(1, 0, 1) (1, 0, 0)
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(1, 1, 1) (1, 1, 1)
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F : {0, 1}n → {0, 1}n, x ∈ {0, 1}n, i ∈ {1, . . . , n}
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a ∈ {0, 1}.
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ìVE&ÒNÒNÓyÙ:×XÖáÔTâ�Þ:Ó­Þ«åBÐ�äTÙ:Ðµç@ÖØÓyïBÕ7ÝØÐ�$ $ÜÚXé@Þ«åTÖØÕ=ä$Ú�Þ«åñÚ�ÔB×

Pi

å$ÚNçVÐ�Þ«åBÐ�Õ�Ú3$�Ð
Õ«Öáâ�ÔRéXÖoì Ð�ìáé

x̃i = s · x̃j

ì < Ó æ �Vë7ÖØÕ�äTÙ:ÓcçVÐN×�é¿Ú�ÔB×¼ÖáÞ�èðÓyÝáÝØÓfß�Õ�Þ«å$Ú�ÞcéXèüÓyÙ y = x̄
éXß=Ð+å$ÚcçVÐ�ò

∀(j, s, i) ∈ G(F ), ỹi = s · ỹj. æ <�ë
ÏÑÐ+Þ«åBÐµÔ ×TÐN×XïBÒNÐ�èIÙ:Ó%$ æ :VëGé æ �VëGé æ <�ë&Ú�ÔB×B:RÐ�$ $ÜÚB)�éTÞ«å$Ú�Þ

x
Ú�ÔB×

y
Ú�Ù:Ð 0 aTÐN×¼ä(ÓyÖáÔ�Þ:Õ�Ó�è

F
ì
�

>



) A����+*-,  NÂô ��þ(ÿ�����
 �yõ�N3���2ú N3�µÿ
ø]��D�öµõ��Gù��7ó}úyøF���©ö1�yû�þZCM����TJ
Gÿ���û �Iô �­õIù����Gÿ«úVö��ðõ��yùB�yÿ«ú
þ$ô ��

�Iô ��ùJ���ðó��yÿ1�@TV�Iô � �GþVþ �3�Gõ����\W\YA�«÷�þ �yõIù����

x
ú�ù¿÷

x̄
P ���*õL� ��C�D�öµõ��Gù��\��� ��C�õIýá÷�ú	�oþXúyù$ùBõ ùM� �ðÿ�������
 �Iô �

õIù����Gÿ«úVö��ðõ��yù �yÿ«ú
þ$ôñúyù¿÷ ���Üö��yû�þZC ���I�Iô � �
õ*�yù ��
 �Iô �}þXú �Iô � ���oúyÿ��ðõ ùK� 

ÿ��yû �Iô ��ÿ����8��P �7�yÿ�õIù����oúyù¿ö1��T
ö��yù��
õü÷A�GÿG�Iô ��
��yýIý �yó�õIùK� ���ðÿ��yùK�yýjøêö���ùBùJ�«ö����:÷¼õ ùZ���Gÿ�ú�ö��ðõ2��ù ��ÿ�ú
þ¿ô¼ó�ô�õðöGô¼ô@ú%��ùJ��ùJ���Vú8�ðõ�N3��öµõIÿ�ö�C@õ2� �

1

2

3

4

5

6

� C � �Iô ��W�ÿ1����N�úyÿ
õüúA�GýU�2õIùB���oú8���
1
T.úyù(÷+þJCM� �Iô � �8�Iô �µÿGN�úyÿGõüúA�GýU���

i
õIùB���oú8���

1 æ ÿ����°þQP 0
ë<ó�ô �Gù�T=õIù

�Iô �<ô�õ*��ô�ýjõ �yôK���«÷ �oþTúyùBùBõIùK� �ðÿ���� ��
+ÿ���� �
1
TX�Iô �.þXú8�IôI
Gÿ���û

1
���

i
õ �7þ �3�Gõ��ðõ�N3� æ ÿ����°þQP�ùJ���Vú �ðõLN3��ë �

1

1

0

01

0

R�ö�ö��yÿ«÷yõ ùM� ���]�Iô ��þ¿ÿ���Ncõ��%CA��þ(ÿ�����
1T �Iô���þ ��õ ù��
x = (1, 0, 0, 0, 1, 1)

÷A��W}ùJ�«÷ õ ù �Iô�õ ��ó}úyø3T�úyù¿÷B�Iô �
�
þVþ��3�
õ2���+þ �yõIù��

x̄ = (0, 1, 1, 1, 0, 0)
T�úyÿ�� W\YA�«÷�þ �yõIù����;��
�úyùBøñû�ú
þ

F
ó�ôM�3����õIù����Gÿ«úVö��ðõ��yù �yÿ�úGþ$ô

õL� �Iô �]��ùJ�4úA���8N3� æ �Iô �Gÿ��ñúyÿ�� 648
û�ú
þ��©ó�õ��Iô �Iô�õ �êõ ù����µÿ�úVö��ðõ2�yù �yÿ�úGþ$ôBë�P6NÂô�õL�+þ¿ÿ��
þ��µÿ��ðø�ö:ú�ù ���

� ��ÿ�ú
þ¿ô�õðö�úyý ýjøFN3�GÿGõ W �:÷�� CK�
õIùK� �Iô �&þ¿ÿ���Ncõ��%CA�XW��%C@ÿ���úyù(÷ �}õ*�%C�ÿ��
� P
:RÐµÞ

G
Û(ÐÑÚ�Ô�ÖáÔ�Þ:ÐµÙ�ÚyÒµÞ«ÖØÓyÔ â�Ù�Ú�äTåRé�ÝØÐµÞ

V
Û!ÐãÞ«åBÐ Õ:ÐµÞñÓ�è�ÔBÓ�×TÐNÕ4Ó�è

G
é+Ú�ÔB× ÝØÐµÞ

∼
Û!Ð Þ«åBÐ

ÐNî�ïTÖáçyÚ�ÝØÐµÔBÒNÐ+Ù:ÐµÝ²Ú�Þ«ÖØÓyÔ ÓyÔ
V
×TÐ 0 ÔBÐN×4ÛK�

i ∼ j
Ö�è

i = j
ÓyÙ&Ö�è|Þ«åBÐµÙ:Ð<Ð�aXÖØÕ«Þ:Õ�Ú2ä$Ú�Þ«åñèIÙ:Ó%$

i
Þ:Ó

j
Ú�ÔB×

Ú+ä$Ú�Þ«å©èðÙ:Ó%$
j
Þ:Ó

i
ì���î�ïTÖáç�Ú�ÝØÐµÔBÒNÐ�ÒµÝ²ÚyÕ:Õ:ÐNÕ7Ó�è

∼
Ú�Ù:Ð�ÒcÚ�ÝáÝØÐN×]���ðÿ���ùK�yýjø�ö1�yùBùJ�«ö����«÷êö1�yû�þ �yùJ�GùZ����Ó�è

G
ì

.lÞ<ÖØÕ�ÐcÚyÕ�� Þ:Ó0Õ:ÐNÐ�Þ«å$Ú�Þ­Þ«åBÐµÙ:ÐÜÐ�aXÖØÕ«Þ:Õ­Ú0Õ«Þ«Ù:ÓyÔTâ�Ý*�ÑÒNÓyÔTÔBÐNÒµÞ:ÐN×8ÒNÓ%$�ä!ÓyÔBÐµÔ�Þ
I
ß&ÖáÞ«åBÓyïTÞ©õIùyþZC � �«÷@�A�Vé

Öoì Ð�ìáéÂÕ:ïBÒ:åÑÞ«å$Ú�Þ<Þ«åBÐµÙ:Ð�ÖØÕ<ÔBÓ
(j, s, i) ∈ G

ß&ÖáÞ«å
j 6∈ I

Ú�ÔB×
i ∈ I

ì æ .°ÔB×TÐNÐN×�é*Ö�è.ÐcÚyÒ�å�ÒNÓ%$�ä!ÓyÔBÐµÔ�Þå$ÚyÕ�Ú�Ô8ÖáÔTäTïTÞ�ÐN×XâVÐ�é�ß=Ð©ÒcÚ�Ô8ÛTïTÖáÝØ× ÚñÒµÖáÙ:ÒµïTÖáÞ�ß&åBÓ�Õ:ÐêÔBÓ@×TÐNÕ�Û!ÐµÝØÓyÔTâ Þ:Ó ×XÖØÕ«Þ«ÖáÔBÒµÞ�ÒNÓ%$�ä(ÓyÔBÐµÔ�Þ:Õcé}Ú
ÒNÓyÔ�Þ«Ù�Úy×XÖØÒµÞ«ÖØÓyÔRì�ë
��A ����� # 87���

F
�1��úÜû�ú
þ4
Gÿ���û

{0, 1}n ����õ2�����µý 
 ��CTöGô]�Iô@ú8� �«úVöGô4ùZ�c÷K�G��

G(F )

ô@ú3�<ú�þ(ÿ��«÷K� T
ö1�������yÿ�P �L


G(F )
ô@ú3�+ùZ�ÜùJ���Vú �ðõLN3��öNõ ÿ«ö�C@õ�� �Iô �Gù

Γ(F )
ô@ú3��ú8�=ý*�:ú3��� �ðó��êú ���ðÿ�úVö����yÿ1��P

��* J7J*)
−
< ïTäTä(Ó�Õ�Ð�Þ«å$Ú�Þ�Þ«åBÐêÒNÓyÔB×XÖáÞ«ÖØÓyÔBÕ�Ó�è�Þ«åBÐ�ÝØÐ�$ $ÜÚ0Ú�Ù:Ð©Õ�Ú�Þ«ÖØÕ 0 ÐN×�é�Ú�ÔB×8ÝØÐµÞ

I
Û(Ð©ÚñÕ«Þ«Ù:ÓyÔTâ�Ý*�

ÒNÓyÔTÔBÐNÒµÞ:ÐN×ÜÒNÓ%$�ä!ÓyÔBÐµÔ�Þ=Ó�è
G(F )

ß&ÖáÞ«åBÓyïTÞ=ÖáÔTäTïTÞ}ÐN×XâVÐ�ì|Ï ÖáÞ«åBÓyïTÞ}ÝØÓ�Õ:Õ�Ó�è(âVÐµÔBÐµÙ�Ú�ÝáÖáÞS�Vé�Õ:ïTäTä(Ó�Õ:Ð.Þ«å$Ú�Þ

I = {1, . . . ,m}.

.°è
m = n

Þ«åBÐµÔ
G(F )

ÖØÕ�Õ«Þ«Ù:ÓyÔTâ�Ý*� ÒNÓyÔTÔBÐNÒµÞ:ÐN×�ì < ÓTé|ÚyÒNÒNÓyÙ:×XÖáÔTâ Þ:Ó4Þ«åBÐÜäTÙ:Ðµç�ÖØÓyïBÕ�ÝØÐ�$ $ÜÚXé
F
å$ÚyÕ

Þ°ß7Ó 0 aXÐN× ä(ÓyÖáÔ�Þ:Õ�Ú�ÔB× ÖáÞ�èðÓyÝáÝØÓfß�Õ�Þ«å$Ú�Þ
Γ(F )

å$ÚyÕ�Þlß=Ó4Ú�Þ«Þ«Ù�ÚyÒµÞ:ÓyÙ:Õcì < ÓêÕ:ïTäTä(Ó�Õ:Ð�Þ«å$Ú�Þ
m < n

Ú�ÔB×
ÝØÐµÞ�ïBÕ æ Ú�ÛTïBÕ:ÖáçVÐµÝ*�Të.×TÐµÔBÓyÞ:Ð<ÛA� 0

Þ«åBÐ
(n − m)

HoÞ«ïTäTÝØÐ+ß&åBÓ�Õ:Ð�Ú�ÝáÝRÒNÓ%$�ä!ÓyÔBÐµÔ�Þ:Õ�Ú�Ù:ÐV>cÐµÙ:ÓTì

+



� ÓyÔBÕ«ÖØ×TÐµÙ�Þ«åBÐI$ÜÚ�ä
H
èðÙ:Ó%$

{0, 1}m Þ:Ó�ÖáÞ:Õ:ÐµÝ�è�×TÐ 0 ÔBÐN×4ÛK�(ò
∀x ∈ {0, 1}m, hi(x) = fi(x1, . . . , xm, 0) (i = 1, . . . ,m).

< ÖáÔBÒNÐ�é
I
å$ÚyÕ�ÔBÓ�ÖáÔTäTïTÞ}ÐN×XâVÐ�éVèðÓyÙ}Ú�ÝáÝ

i ∈ I
é
fi

ÓyÔTÝ*��×TÐµä!ÐµÔB×TÕ}ÓyÔ�Þ«åBÐ&ç�Ú�Ù«Ö²Ú�ÛTÝØÐNÕ
xj

Õ«ïBÒ:åÜÞ«å$Ú�Þ
j ∈ I

ì
.lÞ $�ÐcÚ�ÔBÕ�Þ«å$Ú�ÞcéXèüÓyÙ�Ú�ÝáÝ

x ∈ {0, 1}n é
fi(x) = fi(x1, . . . , xm, 0) = hi(x1, . . . , xm) (i = 1, . . . ,m)

Ú�ÔB×4Þ«å�ïBÕ�Þ«å$Ú�Þ
fij(x) = fij(x1, . . . , xm, 0) = hij(x1, . . . , xm) (i, j = 1, . . . ,m).

=�ÐµÔBÒNÐ�éRÞ«åBÐ�Õ:ÐµÞ<Ó�è&ÐN×XâVÐNÕ�Ó�è
G(H)

ÖØÕ�Þ«åBÐÜÕ:ÐµÞ<Ó�è.ÐN×XâVÐNÕ
(j, s, i) ∈ G(F )

Õ«ïBÒ�åÑÞ«å$Ú�Þ
i, j ∈ I

ì .lÞ
ÖØÕ�Þ«åBÐµÔ ÒµÝØÐcÚ�Ù�Þ«å$Ú�Þ

G(H)
ÖØÕ�Õ«Þ«Ù:ÓyÔTâ�Ý*�0ÒNÓyÔTÔBÐNÒµÞ:ÐN×ÑÚ�ÔB× ß&ÖáÞ«åBÓyïTÞ�ÔBÐµâ�Ú�Þ«ÖáçVÐ�ÒµÖáÙ:ÒµïTÖáÞcìVYTïTÙ«Þ«åBÐµÙ�$�ÓyÙ:Ð�é

Õ«ÖáÔBÒNÐ
f1 6= cst

éTß7Ð+å$ÚNçVÐ
h1 6= cst

Ú�ÔB×ñÕ:Ó
H 6= cst

ì
=�ÐµÔBÒNÐ�éXèüÓyÝáÝØÓcß&ÖáÔTâ :ÂÐ�$ $ÜÚ �Xé

H
å$ÚyÕ�Ú�Þ&ÝØÐcÚyÕ«Þ�Þ°ß7Ó 0 aTÐN×¼ä(ÓyÖáÔ�Þ:ÕcéBÕ�Ú��

α
Ú�ÔB×

β
ìE:ÂÐµÞ

A = {x ∈ {0, 1}n : (x1, . . . , xm) = α},

Ú�ÔB× ÝØÐµÞ�ïBÕ�Õ«åBÓfß Þ«å$Ú�Þ
A
ÖØÕ�ÚÜÞ«Ù�Ú�ä ×TÓ%$ÜÚ�ÖáÔ Ó�è

Γ(F )
ì < ïTäTä!Ó�Õ:Ð2Þ«å$Ú�Þ

(x, y)
ÖØÕ�Ú�ÔãÐN×XâVÐ�Ó�è

Γ(F )ß&ÖáÞ«å
x ∈ A

é¿Ú�ÔB× ÝØÐµÞ
i
Û!Ð<Þ«åBÐ­ÖáÔB×TÐ�a0Ó�è

{1, . . . , n}
Õ«ïBÒ:å Þ«å$Ú�Þ

y = x̄i Ú�ÔB× fi(x) = x̄i

ì < ÖáÔBÒNÐ�Ö�è
i ∈ I

ß=Ð+å$ÚcçVÐ
fi(x) = fi(x1, . . . , xm, 0) = hi(x1, . . . , xm) = hi(α) = αi = xi,

ß=Ð�×TÐN×XïBÒNÐ+Þ«å$Ú�Þ
i 6∈ I

ì�í.å�ïBÕ
(y1, . . . , ym) = (x1, . . . , xm) = α,

Þ«å$Ú�Þ.ÖØÕcé
y ∈ A

ì � ÓyÔBÕ�ÐNî�ïBÐµÔ�Þ«Ý*�Vé
A
ÖØÕ&Ú<Þ«Ù�Ú�ä¼×TÓ%$ÜÚ�ÖáÔñÓ�è

Γ(F )
ì < ÓTé@ÛA�Ü×TÐ 0 ÔTÖáÞ«ÖØÓyÔRé

A
ÒNÓyÔ�Þ�Ú�ÖáÔBÕ æ Ú�ÞÝØÐcÚyÕ«Þ
ë.ÓyÔBÐ<Ú�Þ«Þ«Ù�ÚyÒµÞ:ÓyÙcì}ÏÑÐ<Õ«åBÓfß Õ«Ö*$�ÖáÝ²Ú�Ù«Ý*�¼Þ«å$Ú�Þ

B = {x ∈ {0, 1}n : (x1, . . . , xm) = β}

ÒNÓyÔ�Þ�Ú�ÖáÔBÕ�Ú�Ô Ú�Þ«Þ«Ù�ÚyÒµÞ:ÓyÙcì < ÖáÔBÒNÐ
α 6= β

é
A
Ú�ÔB×

B
Ú�Ù:Ð<×XÖØÕ2&«ÓyÖáÔ�Þ:ÐN×�é!Ú�ÔB×4ß=Ð­×TÐN×XïBÒNÐ<Þ«å$Ú�Þ

Γ(F )
å$ÚyÕ

Þ°ß7ÓêÚ�Þ«Þ«Ù�ÚyÒµÞ:ÓyÙ:Õcì
�

ÏÑÐ�Ú�Ù:Ð�ÔBÓfß ÖáÔêä!Ó�Õ«ÖáÞ«ÖØÓyÔ©Þ:Ó­ÒNÓyÔBÒµÝáïB×TÐ�ì < ïTäTä!Ó�Õ:Ð�Þ«å$Ú�Þ7ÐcÚyÒ�å¼ÔBÓ�×TÐ�Ó�è
G(F )

å$ÚyÕ7Ú�äTÙ:ÐN×TÐNÒNÐNÕ:Õ:ÓyÙ
Ú�ÔB× Þ«å$Ú�Þ

G(F )
å$ÚyÕ+ÔBÓ4ÔBÐµâ�Ú�Þ«ÖáçVÐ�ÒµÖáÙ:ÒµïTÖáÞcì E&ÒNÒNÓyÙ:×XÖáÔTâñÞ:Ó4Þ«åBÐ�äTÙ:Ðµç@ÖØÓyïBÕ+ÝØÐ�$ $ÜÚXé

G(F )
å$ÚyÕ+Þ°ß7Ó

Ú�Þ«Þ«Ù�ÚyÒµÞ:ÓyÙ:Õcé�Ú�ÔB× ÚyÒNÒNÓyÙ:×XÖáÔTâ'Þ:Ó æ Þ«åBÐ Õ:ÐNÒNÓyÔB×�ä!ÓyÖáÔ�Þ¼Ó�èGë�í.åBÐNÓyÙ:Ð�$ )�é&Þ«åBÐNÕ:Ð Ú�Þ«Þ«Ù�ÚyÒµÞ:ÓyÙ:Õ¼Ú�Ù:Ð0ÔBÓyÞ
Ò��XÒµÝáÖØÒ�ì < Ó

Γ(F )
å$ÚyÕ&Þlß=Ó©Ú�Þ«Þ«Ù�ÚyÒµÞ:ÓyÙ:Õ�Ó�è�ÒcÚ�Ù:×XÖáÔ$Ú�ÝáÖáÞ��

1
éTÖoì Ð�ìáé

F
å$ÚyÕ�Þ°ß=Ó 0 aXÐN×ñä(ÓyÖáÔ�Þ:Õcì

	�� � �G/  �%'�!863W%�� � *
í.åBÐ.äTÙ:Ó@Ó�è(Ó�è¿Þ«åBÐ&Õ�ÐNÒNÓyÔB×�ä(ÓyÖáÔ�Þ�èðÓyÝáÝØÓfß�Õ�Þ«åBÐ.Ù:ÐcÚyÕ:ÓyÔTÖáÔTâ+ïBÕ:ÐN×�ÛK� R�ÿ«úVö1�Gù(ú ���*úyý¿ÖáÔ]'*)�éVí.åBÐNÓyÙ:Ð�$ :-,°ì
:RÐµÞ

F
Û!Ð­Ú;$ÜÚ�ä0èðÙ:Ó%$

{0, 1}n
Þ:Ó�ÖáÞ:Õ�ÐµÝ�è}Õ«ïBÒ:å Þ«å$Ú�Þ�ÐcÚyÒ�åãÔBÓ�×TÐ­Ó�è

G(F )
å$ÚyÕ�Ú�äTÙ:ÐN×TÐNÒNÐNÕ�Õ:ÓyÙ�Ú�ÔB×

Õ«ïBÒ�å Þ«å$Ú�Þ
G(F )

å$ÚyÕ�ÔBÓêä(Ó�Õ:ÖáÞ«ÖáçVÐ­ÒµÖáÙ:ÒµïTÖáÞcì�� �ñÒNÓyÔ�Þ«Ù�Úy×XÖØÒµÞ«ÖØÓyÔRéRÕ«ïTäTä!Ó�Õ:Ð�é$Þ«å$Ú�Þ
x
ÖØÕ�Ú 0 aTÐN×0ä!ÓyÖáÔ�Þ

Ó�è
F
ìE:ÂÐµÞ

y = x̄
Ú�ÔB×©ÝØÐµÞ

i
Û!Ð�Ú�ÔK�©ÐµÝØÐ�$�ÐµÔ�Þ�Ó�è

{1, . . . , n}
ì�ÏÑÐ�å$ÚNçVÐ

fi(x) = xi 6= yi

Ú�ÔB×�éTÕ«ÖáÔBÒNÐ
i
å$ÚyÕ�Ú�äTÙ:ÐN×TÐNÒNÐNÕ:Õ:ÓyÙ�ÖáÔ

G(F )
é
fi 6= cst

ì < ÓTéTèüÓyÝáÝØÓcß&ÖáÔTâ :RÐ�$ $ÜÚ )�éTÞ«åBÐµÙ:Ð�Ð�aXÖØÕ«Þ:Õ�Ú�Ô ÐN×XâVÐ
(j, s, i)

5



ÖáÔ
G(f)

Õ«ïBÒ:å4Þ«å$Ú�Þ
ỹi 6= s · x̃j

Ú�ÔB×¼Þ«å�ïBÕ�Õ«ïBÒ�å4Þ«å$Ú�Þ
s = x̃j · x̃i

ì�ÏÑÐ+ÒcÚ�Ô4Þ«å�ïBÕ�ÒNÓyÔBÕ:Þ«Ù«ïBÒµÞcéTÖáÔ4Þ«åTÖØÕ
ß7Ú��Vé¿Ú�ÒµÖáÙ:ÒµïTÖáÞ

(j1, s1, i1), (j2, s2, i2), . . . , (jr, sr, ir)ß&åBÐµÙ:Ð
sk = x̃jk

· x̃ik

èðÓyÙ
k = 1, . . . , r

ì � �©Õ�ÐµÞ«Þ«ÖáÔTâ
jr+1 = j1

éXÞ«åBÐ<Õ«Öáâ�ÔñÓ�è�Þ«åTÖØÕ�ÒµÖáÙ:ÒµïTÖáÞ�ÖØÕ
r

∏

k=1

sk =

r
∏

k=1

x̃jk
x̃ik =

r
∏

k=1

x̃jk
x̃jk+1

=

r
∏

k=1

x̃jk
x̃jk

> 0,

Ú�ÒNÓyÔ�Þ«Ù�Úy×XÖØÒµÞ«ÖØÓyÔRì

� ��Ê�Ç­Í �:Ì �$Î:Ê�Ç
ÏÑÐ�å$ÚNçVÐêÐNÕ«Þ�Ú�ÛTÝáÖØÕ«åÑÕ«ï1;ÜÒµÖØÐµÔ�Þ­ÒNÓyÔB×XÖáÞ«ÖØÓyÔBÕ­ÓyÔ Þ«åBÐ�ÖáÔ�Þ:ÐµÙ�ÚyÒµÞ«ÖØÓyÔ8â�Ù�Ú�äTå�Ó�è&Ú©Û!Ó@ÓyÝØÐcÚ�Ô ÔBÐµÞ°ß=ÓyÙ«àãèüÓyÙ
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