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SystèmeS

ModèleM(θ)
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(entrée)

(perturbations)
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0)Généralités

Toujourscritèrej(θ)àminimiser(sinon,j(θ)→−j(θ))

θ̂
0
,k=0

test1(θ̂
k
)<δ1

directiond

θ̂
k+1

=fk(θ̂
k
,d)

k=k+1

test2(θ̂
k
)<δ2

-
?

?

?

�
?

stop�

oui?non

oui nonDifficulté:réglagedeδ1etδ2!
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1)Optimisationàunedimension

j(θ),p=dim(θ)=1

1.1)Définirunintervallederecherche:

Audépartθ̂
0
,calculerladérivéej

′
(θ̂

0
).Sij

′
(θ̂

0
)<0,calculer

θ̂
k

=θ̂
0

+k∆,∆>0,jusqu’àcequej(θ̂
k
)>j(θ̂

0
).

→∃unminimumentreθ̂
k−2

etθ̂
k

Sij
′
(θ̂

0
)>0,mêmechoseavec∆<0

Rq:Directionopposéeausignedeladérivée...voir+loin

1.2)Réduiresalongueur:OnpartdeI
0

=[a0,b0],k=0

Dichotomie:Onévalueladérivéeaucentreck=(ak+bk)/2,

I
k+1

=







[ak,ck]sij
′
(ck)>0

[ck,bk]sinon
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. akbk ck

ncalculsdedérivéej
′
(·):

Ln=bn−an=
L0

2n

→trèsrapide!
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Maisattention:peutconvergerversunminimumlocal
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θ
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akbk ck

Fibonaccietsection-dorée:onn’évaluepasdedérivée
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→2calculsdecritère,enuk,vk,(uk<vk)pouruncalculdedérivée

Sij(uk)<j(vk),I
k+1

=[ak,vk]
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k+1

...sinon,I
k+1

=[uk,bk]
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I
k+1

contientukouvk!
→uneseuleévaluationdej(·)pourpasseràI

k+2

Commentchoisiruk,vk?

MéthodedeFibonacci(Kiefer,1953):optimaledanslepirecas

OnpartdeI
0

=[a0,b0],L0=b0−a0,k=0

Lenombred’évaluationsdej(·)autoriséesestfixé:N

N=1:L1=L0

N=2:2évaluationsenc0−ε,c0+ε,avecc0=(a0+b0)/2→L1≈L0/2

ensuite...programmationdynamique
pirecas⇒symétrie

I
1

=I
0

I
2

I
3

I
4 I

5
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→Lk−1=Lk+Lk+1

DansI
k

,2évaluationsenak+zkLk,ak+(1−zk)Lk,aveczk=Lk+1/Lk

Finalement

zN=zN−1=1/2,zN−2=2/3,zN−3=3/5,zN−4=5/8...

et

LN−k=Fk+2LN

avec(Fi)lasuitedeFibonacci:F0=F1=1,Fk=Fk−1+Fk−2,k≥2

Maislespointsd’évaluationdépendentdelavaleurNchoisie...

→Sectiondorée

représentationd’état:xk=(Fk,Fk+1)
>

xk+1=




01

11



xk,x0=(0,1)
>
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→2valeurspropres1+α,−α,avecα=(
√

5−1)/2lenombred’or

Pourk→∞:lemodeinstabledomine

L0

LN

'
(1+α)

N+1

√
5

etlimk→∞zk=1/(1+α)=α

→méthodedelasectiondorée:
DansI

k
,2évaluationsenak+αLketak+(1−α)Lk

aprèsNévaluations

L0

LN

'
1

αN−1=(1+α)
N−1

Rq:Onpeutaller+vitequeFibonaccipourNgrandsij(·)estlocalement
symétriqueautourdesonminimum(algorithmed’optimisation→
systèmedynamique)
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Comparaison:N=10évaluationsdej(·),valeurdeL0/LN

Dichotomie(1)Dichotomie(2)FibonacciSectiondorée

2
10

=10242
5

=328976

Dichotomie(1):1calculdedérivéej
′
(·)≈1calculdecritèrej(·)

Dichotomie(2):1calculdedérivéej
′
(·)≈2calculsdecritèrej(·)

(différencesfinies)

1.3)Interpolationpolynômiale:

Onutiliseplusieursévaluationsdej(·)ouj
′
(·)pourconstruireune

interpolation

3évaluationsdej(·)→parabole
3dej(·)et1dej

′
(·),ou2dej(·)et2dej

′
(·)→polynômededegré3,etc.
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2)Combinaisonderecherchesàunedimension

2.1)Explorationcycliquedesparamètres

θ̂
k
→θ̂

k+1
,θ̂

k+1
i=argmin

θi

j([θ̂
k+1
1,...,θ̂

k+1
i−1,θi,θ̂

k
i+1,...,θ̂

k
p]

>
)

-

6

θ1

θ2

θ̂
k

θ̂
k+1

....................................................................................
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Convergencetrèslentesi«vallée»nonorientéesuivantl’undesaxes

2.2)MéthodedePowell

+1)θ̂
k
→θ̂

k+
parminimisationsuivantpdirectionsdiindépendantes

+2)θ̂
k+

→θ̂
k+1

parminimisationsuivantdp+1=θ̂
k+

−θ̂
k

+3)remplacerla«meilleure»directiondi,i=1,...,p,pardp+1,
retourneren1)

Rq1:«Meilleuredirection»:plusfortedécroissancedej(·)
→assurerl’indépendancedesdi

Rq2:Initialisationdesdiparlesaxeseidel’espace
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θ1

θ2

θ̂
k

θ̂
k+

.....................................................................................
3

θ̂
k+1

Rq3:Onpeutaussiré-initialiserlesdiparleseipériodiquement
Rq4:∃variantesplussophistiquées(génèredesdirectionsconjuguéessi
j(·)estquadratique,voir+loin)
Rq5:Onpeutdoncminimiserj(·)sansjamaiscalculersadérivée!

Maisilfautquej(·)soitdérivable!
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3)Gradient

3.1)Algorithme

Pasrecommandé,maisétapenécessairepourlasuite

Développementlimitédej(·)au1erordre

j(θ̂
k+1

)=j(θ̂
k

+∆θ)≈j(θ̂
k
)+g

>
(θ̂

k
)∆θ

avecg(θ̂
k
)=

∂j(θ)
∂θ|θ=θ̂klegradientdej(·)enθ̂

k

Minimiserl’approximationlinéaire:à‖∆θ‖fixé⇒∆θ=−λg(θ̂
k
),λ>0

Algorithmedugradient:θ̂
k+1

=θ̂
k
−λg(θ̂

k
)

Choixdeλ?

15
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λconstant
Théorème:Sij(θ)>−∞,∀θ,etsig(·)satisfaituneconditiondeLipschitz

‖g(θa)−g(θb)‖≤L‖θa−θb‖

alorsconvergenceversunpointstationnaire(g(θ)=0)etj(·)décroîtde
façonmonotonesi0<λ<2/L

Sideplus

LmIp�
∂

2
j(θ)

∂θ∂θ>�LMIp,∀θ,

avecLm>0,alors‖θ̂
k
−θ̂

∞
‖≤‖θ̂

0
−θ̂

∞
‖q

k
(convergencelinéaire—ou

exponentielle),avec

q=max{|1−λLm|,|1−λLM|}

Vitessemaximum:q
∗

=
LM−Lm

LM+Lm,obtenuepourλ
∗

=
2

(LM+Lm)

Enpratique,pastrèsutile...
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Donc,prendreλvariable

λk≥0,λk→0et
∞∑

k=0

λk=∞convient

...maistrèslent

Optimiserparrapportàλàchaqueitération(voirparagraphe1)

Adapterλ(λkàl’itérationk)

+sij(θ̂
k+1

)<j(θ̂
k
),accepterθ̂

k+1
,prendreλk+1=1.5λk(accélérer)

+sij(θ̂
k+1

)>j(θ̂
k
),rejeterθ̂

k+1
,prendreλk+1=0.5λk(essayerplus

près)
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Propriétésdel’algorithmedugradient
PG1:Simple,granddomainedeconvergence(bassind’attraction)
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PG2:Itérationk→directionderecherche−gk⊥surfaceisocritère
(courbedeniveau)j(θ̂

k
)

-

6

θ̂
k

θ1

θ2

K
g(θ̂

k
){θ/j(θ)=j(θ̂

k
)}

+

U

PG3:Toutedirectionfaisantunangle<π/2avec−g(θ̂
k
)estacceptable

(directiondedescente)
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PG4:Siminimisationpréciseàchaqueitération,lesdirectionsde
recherchesuccessivessont⊥

-

6

θ̂
k

θ1

θ2

K
g(θ̂

k
)

.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
..... θ̂

k+1

�
g(θ̂

k+1
)

........................
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PG5:Latrajectoiresuiviedépenddelaparamétrisation

Exemple:j(θ)=θ
2
1+θ

2
2

θ→θ
′
=(θ1,θ2/10)⇒j(θ

′
)=θ

′2
1+100θ

′2
2

Convergence+rapidequandlesisocritèressontapproximativement
sphériques(→changementdemétrique,voir+loinquasi-Newton)

Utileloindel’optimum,trèslentquandons’enrapproche:phaseinitiale
del’optimisation

21
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3.2)Calculdugradient

3.2.1)Différencesfinies:[g(θ)]i=
1

∆i[j(θ+∆iei)−j(θ)],i=1,...,p

avec∆i«petit»
→p(+1)calculsdej(·)etrésultatapproximatif

3.2.2)Fonctionsdesensibilité:

j(θ)s’écritcommeunefonctiondeserreurse(θ,i)(parex.
e(θ,i)=y(i)−ym(θ,i))

→g(θ)faitintervenirlesdérivées
∂[e(θ,i)]

∂θ=se(θ,i)=fonctionsde
sensibilité

Ex:j(θ)=
∑n

i=1wie
2
(θ,i)(MCpondérés)

→g(θ)=2
∑n

i=1wie(θ,i)se(θ,i)

Commentcalculerse(θ,i)?

22
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Erreurdesortie:e(θ,i)=y(i)−ym(θ,i)→se(θ,i)=−sy(θ,i)

ModèleLI,eq.diff.d’ordrem,conditionsinitialesd’effetnégligeable
→ymetsy(θ,i),i=1,...,p:simulationd’uneeq.diff.d’ordre2m!

Ex1:

d
2
ym(θ,t)

dt2+θ1
dym(θ,t)

dt
+θ2ym(θ,t)=θ3

du(t)

dt
+θ4u(t)

avecym(θ,0)=0,
dym(θ,t)

dt|t=0=0

Ondériveparrapportàθi→si(θ,t),i=1,...,4

d
2
s1(θ,t)

dt2+θ1
ds1(θ,t)

dt
+θ2s1(θ,t)=−

dym(θ,t)

dt

d
2
s2(θ,t)

dt2+θ1
ds2(θ,t)

dt
+θ2s2(θ,t)=−ym(θ,t)

d
2
s3(θ,t)

dt2+θ1
ds3(θ,t)

dt
+θ2s3(θ,t)=

du(t)

dt

d
2
s4(θ,t)

dt2+θ1
ds4(θ,t)

dt
+θ2s4(θ,t)=u(t)

ettouteslesconditionsinitialessontnulles

23
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5eq.diff.d’ordre2→systèmed’ordre10?

Non,carellessontlinéairesetonttouteslemêmepremiermembre

Onsimulecelledonnants4(θ,t)
→onobtients3(θ,t)endérivantparrapportàt
→puisym(θ,t)encombinants3(θ,t)ets4(θ,t)

Onsimulecelledonnants2(θ,t)
→onobtients1(θ,t)endérivantparrapportàt

1/s1/s

1/s1/s

-

-

θ1

θ2

�

- -
u(t)+

6-
θ4 -

�

θ3 -
?

6

-

θ1

θ2

�

-

6

�

-
+

+
-

- s3s4ym

s1s2
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Représentationd’état:x(t)=[s3,s4,s1,s2]
>

(sortiesdes4intégrateurs)

dx(t)

dt
=Ax(t)+Bu(t),x(0)=0

avec

A=










−θ1−θ200

1000

−θ3−θ4−θ1−θ2
0010










,B=










1

0

0

0










Lesréponsesd’intérêt:z(θ,t)=(ym,s1,s2,s3,s4),soit

z(θ,t)=Cx(t),avecC=













θ3θ400

0010

0001

1000

0100













25
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Plusgénéralement,erreurdeprédiction...

Ex2:«ARARMAX»A(θ̄,q)y(k)=B(θ̄,q)u(k)+
C(θ̄,q)

D(θ̄,q)ε(k)

→erreurdeprédiction(utiliséepourmax.devraisemblance)

e(θ,k)=
D(θ,q)

C(θ,q)
[A(θ,q)y(k)−B(θ,q)u(k)]

OndériveparrapportauxparamètresaidansA(θ,q),bidansB(θ,q),etc.

∂e(θ,k)

∂ai

=
D(θ,q)

C(θ,q)
y(k−i)

∂e(θ,k)

∂bi
=−

D(θ,q)

C(θ,q)
u(k−i)

PuisC(θ,q)e(θ,k)=D(θ,q)[A(θ,q)y(k)−B(θ,q)u(k)]donne

∂e(θ,k)

∂ci

=−
1

C(θ,q)
e(θ,k−i)

etenfin

∂e(θ,k)

∂di

=
1

C(θ,q)
[A(θ,q)y(k−i)−B(θ,q)u(k−i)]
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Plusgénéralement,modèleNLI...

Représentationd’état,tempscontinu

dx(t)

dt
=f[x(t),θ],x(0)=x0(θ)

ym(θ,t)=h[x(t),θ]

(fethpeuventaussidépendredeu(t)etdet...)

[sy(θ,t)]i=
∂ym(θ,t)

∂θi

=
∂h[x,θ]

∂x>

∂x(t)

∂θi

+
∂h[x(t),θ]

∂θi

→calculer

[sx(θ,t)]i=
∂x(t)

∂θi

Ondérive...

d[sx(θ,t)]i
dt

=
∂f[x,θ]

∂x>[sx(θ,t)]i+
∂f[x(t),θ]

∂θi

,[sx(θ,0)]i=
∂x0(θ)

∂θi

27
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→Unesimulationpouravoirx(t)

→psimulationspouravoirles[sx(θ,t)]i(Rq:chaqueéq.diff.estlinéaire,
nonstationnairecar

∂f[x,θ]

∂x>dépenddet,etseulsletermedecommande
∂f[x(t),θ]

∂θietlesconditionsinitialeschangentaveci)

⇒paspluscompliquéquepardifférencesfinies,etpasd’approximation!

3.2.3)Étatadjoint:(encoreplusfort!)

Toujoursreprésentationd’état,tempsdiscret

x(k+1)=f[x(k),θ],x(0)=x0(θ)

ym(θ,k)=h[x(k),θ]

Onsupposelecritèrej(θ)additif(pastrèsrestrictif):

j(θ)=
n∑

i=0

ri[x(i),θ]

→onletransformeencoûtterminalenintroduisantunevariabled’état
supplémentairex

0
(k)

28
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x
0
(k+1)=

k∑

i=0

ri[x(i),θ]

=x
0
(k)+rk[x(k),θ],x

0
(0)=0

detellesortequej(θ)=x
0
(n+1)

Étatétendu:xe(k)=







x
0
(k)

x(k)

θ





etxe(0)=







0

x0(θ)

θ







Évolution:xe(k+1)=







x
0
(k)+rk[x(k),θ]

f[x(k),θ]

θ





=fe[xe(k)]

Critère:j(θ)=[10...0]xe(n+1)
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→règlededérivationenchaîne(fonctioncomposée)

g(θ)=
∂j(θ)

∂θ
=
∂x

>
e(n+1)

∂θ

∂j

∂xe(n+1)

avec
∂j

∂xe(n+1)
=[10...0]

>

Oncontinue,avecxe(n+1)=fe[xe(n)],etc.

∂x
>
e(n+1)

∂θ
=

∂x
>
e(n)

∂θ

∂f
>
e[xe(n)]

∂xe(n)

∂x
>
e(n)

∂θ
=

∂x
>
e(n−1)

∂θ

∂f
>
e[xe(n−1)]

∂xe(n−1)
...

∂x
>
e(1)

∂θ
=

∂x
>
e(0)

∂θ

∂f
>
e[xe(0)]

∂xe(0)
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soitfinalement

g(θ)=
∂x

>
e(0)

∂θ

∂f
>
e[xe(0)]

∂xe(0)

∂f
>
e[xe(1)]

∂xe(1)
...

∂f
>
e[xe(n−1)]

∂xe(n−1)

∂f
>
e[xe(n)]

∂xe(n)











1

0

..

.

0











Étatadjoint:initialiséparde(n+1)=











1

0

..

.

0











satisfaitl’équationderécurrenceàtempsrétrograde

de(k−1)=
∂f

>
e[xe(k−1)]

∂xe(k−1)
de(k),k=n+1,...,1

etg(θ)=
∂x

>
e(0)

∂θ
de(0),avec

∂x
>
e(0)

∂θ
=

(

O
∂x

>

0(θ)

∂θIp

)
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Unesimulationàtempsdirect:évolutiondexe(k)→j(θ)

Unesimulationàtempsrétrograde:évolutiondede(k)→g(θ)

...∀p=dim(θ)etsansapproximation!

Rq1:L’étatadjointsatisfait

de(k+1)=

[
∂f

>
e[xe(k)]

∂xe(k)

]−1

de(k)

Linéarisationdel’évolutiondel’état(étendu):

δxe(k+1)=
∂f

>
e[xe(k)]

∂xe(k)
δxe(k)

etdoncδxe(k+1)
>
de(k+1)=δxe(k)

>
de(k)=ctelelongdela

trajectoire
→utilepourvérifierlescalculs

Rq2:Modèleàtempscontinu→chaquesimulation(tempsdirectet

rétrograde)impliquedesapproximations,attention!
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3.2.4)Codeadjoint:(deplusenplusfort!)

Idée:codeinformatiquecalculantj(θ)⇔systèmeàtempsdiscret

v:vecteurdetouteslesvariablesutilisées
lalignekducodemodifieunevariable,disonscelledenuméroµ(k)

vµ(k)=φk(vi,i∈Ik)

Ik→ensembledesvariablesutiliséespourcalculervµ(k)

⇔transformationΦkappliquéeàv

[Φk(v)]j=vj,∀j6=µ(k)

[Φk(v)]µ(k)=φk(vi,i∈Ik)

Finalement,ondistinguelesvaleursdevavantetaprèsl’exécutiondela
lignek:

v(k)=Φk[v(k−1)],k=1,...,f

avecfladernièreligneducode
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Convention:
ppremièrescomposantesdev=θ
ensuite,lesvariablesindépendantes(nécessairespourlecalculdej(θ),
parex.y(i),i=1,...,n)
ensuitelesvariablesdépendantes(variablesintermédiaires)
enfin,lavaleurdej(θ),dernièrecomposantedev

...etdonc,j(θ)=[00...01]v(f)

Mêmetechniquequ’en3.2.3:règlededérivationenchaîne

g(θ)=
∂v

>
(0)

∂θ

∂Φ
>
1

∂v(0)

∂Φ
>
2

∂v(1)
...

∂Φ
>
f−1

∂v(f−2)

∂Φ
>
f

∂v(f−1)

∂j

∂v(f)

→variablesdualesd,initialiséespard(f)=
∂j

∂v(f)=[00...01]
>

,puis

d(k−1)=
∂Φ

>
k

∂v(k−1)
d(k),k=f,...,1
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et
∂Φ

>

k

∂v(k−1)estdonnépar

v
>

(k)→

∂Φ
>

k

∂v(k−1)=

φk(vi,i∈Ik)

‖
v1...vµ(k)...vf



















1
..

.

1

















..

.

∂φk

∂v(k−1)

..

.

















1
..

.
1


















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Cecidonnelesrécurrences

di(k−1)=di(k)+
∂φk

∂vi(k−1)
dµ(k)(k)pouri6=µ(k)

etdµ(k)(k−1)=
∂φk

∂vµ(k)(k−1)
dµ(k)(k)

etenfin

g(θ)=
∂v

>
(0)

∂θ
d(0),avec

∂v
>

(0)

∂θ
=[IpO]

→lesppremièrescomposantesded(0)correspondentàg(θ)

→composantessuivantes:dérivéesdej(·)parrapportauxvariables

indépendantes(parex.y(i))
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Ilestinutiledemémoriserlesvaleurssuccessivesded:

vµ(k)=φk(vi,i∈Ik)donnedanslecodeadjoint

∀i∈Ik,i6=µ(k),di=di+
∂φk

∂vi

dµ(k)

dµ(k)=
∂φk

∂vµ(k)

dµ(k)

Initialisation:φknedépendpasdevµ(k)→dµ(k)=0

Incrément:vµ(k)=vµ(k)+ψk(vi,i6=µ(k))→dµ(k)=dµ(k)

Ex:codedirect:j=j+[y(k)−ym(k)]
2

→3variablesj,y(k),ym(k)et3variablesdualesdj,dy(k),dym(k)

→codeadjoint:

dy(k)=dy(k)+2[y(k)−ym(k)]dj

dym(k)=dym(k)−2[y(k)−ym(k)]dj

dj=dj(biensûr,inutile)
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Rq1:Lecodeadjointest≈4foisplus«gros»auplusquelecodedirect
Rq2:Boucleforducodedirect→boucleforducodeadjointmaisensens
inverse!
Rq3:Sesouvenirducheminsuividanslecodedirect(if)→même
chemindanslecodeadjoint
Rq4:Sesouvenirdelavaleurdesvariablesducodedirectintervenant
dansdesexpressionsnonlinéaires
Rq5:Créerunsous-programmeadjointpourchaquesous-programme
direct
Rq6:Développer(etmodifier!)lesdeuxcodesenparallèle

Gradientg(θ)obtenuendeuxsimulations(etsansapproximation)!
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4)Newton&Gauss-Newton

4.1)Newton:

Développementlimitédej(θ)audeuxièmeordreenθ̂
k

j(θ̂
k+1

)=j(θ̂
k

+∆θ)≈j(θ̂
k
)+g

>
(θ̂

k
)∆θ+

1

2
∆θ

>
H(θ̂

k
)∆θ

avecg(θ̂
k
)legradientdej(·)enθ̂

k
(vecteurdedim.p)et

H(θ̂
k
)=

∂
2
j(θ)

∂θ∂θ>|θ=θ̂k

leHessiendej(·)enθ̂
k

(matricesymétriquep×p)
∆θassurantlaplusfortedécroissancedej(·)?
→conditiondestationnarité:

∂{j(θ̂
k
)+g

>
(θ̂

k
)∆θ+

1
2∆θ

>
H(θ̂

k
)∆θ}

∂[∆θ]
=0
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→déplacement(pas)∆θ=−H
−1

(θ̂
k
)g(θ̂

k
)

AlgorithmedeNewton:θ̂
k+1

=θ̂
k
−H

−1
(θ̂

k
)g(θ̂

k
)

(Rappel:algorithmedugradient→θ̂
k+1

=θ̂
k
−λg(θ̂

k
))

PN1:Aprésent,directionetpassuggéréssimultanément

PN2:Calculsbeaucoup+lourds(dérivéessecondes...)

PN3:Hdonneuneidéesdelaprécisiondel’estimation(voir+loin)

PN4:Pasd’accumulationd’erreurs

PN5:CorrectsiH(θ̂
k
)�O(onn’apasutilisélefaitquel’onminimise

j(·)!)
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PN6:Domainedeconvergenceplusréduitquepourl’alg.dugradient

-

6

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

.

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

. - �
θ

j(θ)

Bassind’att.deθ
∗

θ
∗

θ̂
k

Newton

w
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PN7:j(θ)quadratique⇒convergenceenuneitération!
[Ex.:j(θ)=e

>
(θ)Qe(θ),e(θ)=y−Rθ]

Sij(θ)nonquadratique,maisθ̂
k

prochedel’optimum,convergencetrès
rapide(quadratique—linéairepourlegradient)

PN8:SiH(θ̂
k
)�O,H

−1
(θ̂

k
)�OetladirectionsuggéréeparNewton

faitunangle<π/2aveccellesuggéréeparl’alg.dugradient→j(θ)peut
décroîtredanscettedirection(sionnevapastroploin)
→coefficientderelaxationλk

AlgorithmedeNewtonrelaxé:θ̂
k+1

=θ̂
k
−λkH

−1
(θ̂

k
)g(θ̂

k
)

Commenceravecλk=1,rejeterθ̂
k+1

etréduireλktantque
j(θ̂

k+1
)>j(θ̂

k
)

PN9:Implémentation→plutôtrésoudreH(θ̂
k
)∆θ=−g(θ̂

k
)
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Critèrequadratique(Moindrescarrés)

j(θ)=
1

2

n∑

i=1

wie
2
(θ,i)donne

gradientg(θ)=

n∑

i=1

wi
∂e(θ,i)

∂θ
e(θ,i)

HessienH(θ)=

n∑

i=1

wi
∂e(θ,i)

∂θ

∂e(θ,i)

∂θ>+

n∑

i=1

wi
∂

2
e(θ,i)

∂θ∂θ>e(θ,i)

→fonctionsdesensibilitédudeuxièmeordre
∂
2
e(θ,i)

∂θ∂θ>

1)lourdesàcalculer
2)passûrqueH(θ̂

k
)soit�O!

simplifier!
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4.2)Gauss-Newton:Pouruncritère

j(θ)=
1

2

n∑

i=1

wie
2
(θ,i)

remplacerH(θ̂
k
)parHa(θ̂

k
)dansNewton,avec

Ha(θ)=

n∑

i=1

wi
∂e(θ,i)

∂θ

∂e(θ,i)

∂θ>

↔matriced’informationdeFisher(→précisionsurθ̂)

Utiliseseulementlesfonctionsdesensibilitédéjàutiliséespourcalculer
g(θ̂

k
)!

ApproximationdeHparHad’autantplusjustifiéequeleserreurse(θ,i)
sontpetites,etleurdérivéesecondefaible(modèlepresquelinéaire)

Silemodèleestlocalementindentifiableenθ̂
k

,Ha(θ̂
k
)�O→ladirection

proposéeestunedirectiondedescente

Trèsefficace!
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4.2)Levenberg-Marquardt:

Newton→résoudreH(θ̂
k
)∆θ=−g(θ̂

k
)

(Ha(θ̂
k
)∆θ=−g(θ̂

k
)pourGauss-Newton)

Levenberg(1944)Marquardt(1963):remplacerpar

[H(θ̂
k
)+µkIp]∆θ=−g(θ̂

k
),µk≥0

(revientàajouterlapénalité(µk/2)‖θ−θ̂
k
‖
2

àj(θ))

µk=0:Newton(ouGauss-Newton)nonrelaxé
µk→∞:gradientavecpas1/µk→0

Adapterµk:
sij(θ̂

k+1
)<j(θ̂

k
)diviserµkpar10(toutvabien...)

sij(θ̂
k+1

)>j(θ̂
k
),rejeterθ̂

k+1
,essayeravec10µk(legradientfinit

toujoursparmarcher)
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µk=0

θ̂
k

=
g(θ̂

k
)

µk→∞
i

{θ/j(θ)=j(θ̂
k
)}

/

courbeisocritèrevueparNewton

/

Pourchaqueµk,résoudre[H(θ̂
k
)+µkIp]∆θ=−g(θ̂

k
)?

46



'

&

$

%

→DiagonaliserH(θ̂
k
):H(θ̂

k
)=TΛT

>
,

avecTT
>

=IpetΛ=diag{λi,i=1,...,p},puis

∆θ=−Tdiag{(λi+µk)
−1
,i=1,...,p}T

>
g(θ̂

k
)

5)Quasi-Newton,gradientsconjugués

5.1)Quasi-Newton

Essayerdecombinerlesavantagesdugradient(peudecalculs)etde
Newton(convergencerapide—siconvergence!)

→construireuneapproximationdeH
−1

sanscalculerdedérivées
secondes...

Supposonsj(θ)quadratiqueenθ:

j(θ)=j(θ̂
k
)+g

>
(θ̂

k
)(θ−θ̂

k
)+

1

2
(θ−θ̂

k
)
>
H(θ−θ̂

k
)
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j(θ)quadratique⇒Hnedépendpasdeθ

g(θ̂
k+1

)=g(θ̂
k
)+H(θ̂

k+1
−θ̂

k
)

soit,∆gk=H∆θk

SiMkestl’approximationcourantedeH
−1

,quasi-Newtonrelaxé:

θ̂
k+1

=θ̂
k
−λkMkg(θ̂

k
)

avecλkobtenuparoptimisationunidimensionnelle(approximation
polynomialeparex.)

NouvelleapproximationdeH
−1

:Mk+1=Mk+Ck

avecCkmatricedecorrection

Calculd’unecorrectionderang1:
SiMk+1étaitl’inversedeH→Mk+1∆gk=∆θk,ouencore

(Mk+Ck)∆gk=∆θk
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Onobtient

Ck∆gk=∆θk−Mk∆gk=
(∆θk−Mk∆gk)(∆θk−Mk∆gk)

>

(∆θk−Mk∆gk)>∆gk
︸︷︷︸

Ck

∆gk

Cksymétriqueetderang1

Initialisation:M0=Ip⇔gradient

Enpratique,correctionderang2,∃différentesformules:
Davidon-Fletcher-Powell(DFP):

Ck=
∆θk∆θ

>
k

∆θ
>
k∆gk

−
Mk∆gk∆g

>
kMk

∆g
>
kMk∆gk

ouBroyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno(BFGS):

Ck=

(

1+
∆g

>
kMk∆gk

∆θ
>
k∆gk

)
∆θk∆θ

>
k

∆θ
>
k∆gk

−
∆θk∆g

>
kMk+Mk∆gk∆θ

>
k

∆θ
>
k∆gk
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PQN1:Calculssimples(seulementlegradient)

PQN2:Sij(θ)quadratique,convergenceenpitérations(Newton:1
itération,gradient:∞téd’itérations!)

PQN3:Accumulationd’erreurs→Mkpeutdevenirsingulière→
ré-initialiserMkparIp(gradient)[peutêtrefaitchaquepitérations]

PQN4:Mk→caractérisationdelaprécisiondel’estimation

PQN5:Domainedeconvergence=bassind’attraction(commegradient)

PQN6:Convergencelenteaudébut,puiss’accélère(superlinéaire,et
mêmequadratiquesiH(θ)satisfaituneconditiondeLipschitzau
voisinagedel’optimum)

PQN7:Métriquevariable
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5.2)Gradientsconjugués

Essayerdecombinerlesavantagesdugradient(peudecalculs)etde
Newton(convergencerapide—siconvergence!)

Nepasmanipulerdematrice(utilesiptrèsgrand)

Supposonsdenouveauj(θ)quadratique

j(θ)=j(θ̂
k
)+g

>
(θ̂

k
)(θ−θ̂

k
)+

1

2
(θ−θ̂

k
)
>
H(θ−θ̂

k
)

θ̂
k+1

obtenuparminimisationdansunecertainedirectiondk:

θ̂
k+1

=θ̂
k

+λkdk

Minimisationprécisesuivantdk⇒gk+1=g(θ̂
k+1

)⊥dk,soit

g
>
k+1dk=0
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Directionsuivantedk+1:celledeNewtondk+1=−H
−1

gk+1,soit
gk+1=−Hdk+1,etdonc
d
>
k+1Hdk=0.

Onditquelesdirectionsdketdk+1sontconjuguéesparrapportàH

→générerdesdirectionsmutuellementconjuguées

]3

z
θ̂

k+1

gk+1dk

dk+1=−H
−1

gk+1
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d0=−g0(gradient),puis(Polak-Ribière)

dk+1=−gk+1+
(gk+1−gk)

>
gk+1

g
>
kgk

dk

avecgk+1=g(θ̂
k+1

)etθ̂
k+1

obtenuparminimisationdansladirection
dkenpartantdeθ̂

k

θ̂
k+1

=θ̂
k

+λkdk,λk=argmin
λ
j(θ̂

k
+λdk)

Sij(θ)quadratique,etHconnu,alorsλk=−
g
>

kdk

d
>

kHdk,gk+1=gk+λkHdk

etonmontrequelesdirectionsdigénéréessatisfontdiHdj=0,∀i6=j
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PGC1:Calculssimples(seulementlegradient)

PGC2:Sij(θ)quadratique,convergenceenpitérations(Newton:1
itération,gradient:∞téd’itérations!)

PGC3:Accumulationd’erreurs→→ré-initialiserdkpar−gk(gradient)
[peutêtrefaitchaquepitérations]

PGC4:Pasdematriceàmanipuler(maispasdecaractérisationdela
précision...),trèsutileengrandesdimensions

PGC5:Plusd’itérationsquequasi-Newton,maisitérationsplussimples

PGC6:Lesminimisationsunidimensionnellesdoiventêtreprécises(pour
avoirlapropriétédeconjugaison)
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6)Optimisationàunedimension(2):leretour

...ouplutôt,choixdupas

Riennesertd’optimisertropprécisémentdansladirectionproposée(sauf
pourPowelletgradientsconjugués)→seulementassurerune
décroissancesignificativedej(θ)

Rq:PourNewton,Gauss-Newton,quasi-Newton,unchoixraisonnable
pourlepasest1

MéthodedeWolfe:

→Rejeterlespastroppetitsetlespastropgrands
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-

6
f(λ)=j(θ̂

k
+λdk)

λ 0
j(θ̂

k
)..........

..........
..........

..........
..........

..........
..........

..........
..........

..........
..........

..........
......

..........
..........

..........
..........
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..........

..........
..........
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.......
.......
.......
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.......

............................
............................

............................
............................

............................
............................

............................
............................

............................
...........

λtroppetitλtropgrand

	?

j(θ̂
k
)+λg

>
kdk

�
j(θ̂

k
)+α1λg

>
kdk

6

j(θ̂
k
)+α2λg

>
kdk

M

0<α1<α2<1(etmêmeα1<1/2<α2<1)
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Algorithme:

+1)Choisirλ1>0,α1,α2,avec0<α1<α2,λmin=λmax=0,i=1

+2)Sij(θ̂
k

+λidk)>j(θ̂
k
)+α1λig

>
kdk,λitropgrand:λmax=λi,

alleraupas5

+3)Sig
>

(θ̂
k

+λidk)dk≥α2g
>
kdk,λiestacceptable:

θ̂
k+1

=θ̂
k

+λidk,stop→directionsuivante
Sinon,λitroppetit,λmin=λi

+4)Siλmax=0,λi+1=2λi,i→i+1,alleraupas2

+5)λi+1=(λmin+λmax)/2,i→i+1,alleraupas2

Rq:∃autresméthodesnecalculantpasd’autregradientquegk

GoldsteinetPrice:
j(θ̂

k
)+α2λig

>
kdk≤j(θ̂

k
+λidk)≤j(θ̂

k
)+α1λig

>
kdk→λiestacceptable

j(θ̂
k

+λidk)>j(θ̂
k
)+α1λig

>
kdk→λitropgrand

j(θ̂
k

+λidk)<j(θ̂
k
)+α2λig

>
kdk→λitroppetit
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7)Optimisationsouscontraintes

Modificationducritère(pénalisation):déjàvu

→Modificationdel’algorithme.OnnoteraSensembledespoints
acceptables(quisatisfontlescontraintes,iciuniquementinégalités)
Beaucoupplusdifficilequesanscontraintes

7.1)Programmationlinéaire

Minimiserc
>
θ(linéaireenθ)souslescontraintes(linéairesenθ)

Aθ≤b

c’est-à-dire,a
>
iθ≤bi,i=1,...,m(Sestunpolyèdre)

Problèmerencontrépourl’estimationdenormeL1etL∞...

∃algorithmespécifiqueetclassique:simplexe(Dantzig,1963)

∃autresalgorithmes(ellipsoïdes,pointsintérieurs),suiteà(Khachiyan,

1979),voir+loin
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7.2)Programmationquadratique

Contrainteslinéaires,Aθ≤b(Sestunpolyèdre),maisobjectif
quadratique

j(θ)=
1

2
θ
>
Cθ−d

>
θ

avecC�O(⇒j(·)estconvexe)

Algorithme«standard»:rechercherleminimumdej(·)sousles
contraintesactivesprisescommedescontrainteségalités

SoientAketbklespartiesdeAetbcorrespondantauxcontraintesactives
→Lagrangien

L(θ,z)=
1

2
θ
>
Cθ−d

>
θ+z

>
(Akθ−bk)

Stationnaritéparrapportàθetz:



CA

>
k

AkO








θ̂

k+

ẑ



=




d

bk




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+SiAθ̂
k+

≤betẑ≥0,θ̂
k+

estsolution

+Siθ̂
k+

violedescontraintes,

–recherchersurlesegmentθ̂
k
→θ̂

k+
pourtrouverunnouveau

pointacceptableθ̂
k+1

–introduirelesnouvellescontrainteségalités

+sideszisont<0,éliminerlescontraintesassociées(inactives)

Iciaussi,∃autresalgorithmes(ellipsoïdes,pointsintérieurs),suiteà
(Khachiyan,1979),voir+loin
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7.3)Gradientcontraint

Algorithmedugradient:θ̂
k+1

=θ̂
k
−λkg(θ̂

k
),avecλkchoisipour

minimiserj(θ̂
k+1

)

Problème:g(θ̂
k
)peutpointerdansunedirectioninacceptable(sortantde

S)

→remplacerg(θ̂
k
)pardk=θ̂

k+
−θ̂

k
avec

θ̂
k+

=argmin
θ∈S

g
>

(θ̂
k
)(θ−θ̂

k
)

mauvaiseidée!

Ex1:
j(θ)=θ

2
1+(1+θ2)

2
,θ=(θ1,θ2)

>
,S={θ/|θ1|≤1,0≤θ2≤1}

→isocritères:cerclescentréen(0,−1)
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6
θ2

θ1

0

S

−1

..............
..............

..............
..............

..............
............ ...........................................

...................

θ̂
1

θ̂
2

θ̂
3

Convergenceversl’optimum(0,0)
>

enune∞téd’itérations!

7.4)Gradientprojeté

θ̂
k+1

(λ)=argmin
θ∈S‖θ−[θ̂

k
−λg(θ̂

k
)]‖

2

puisminimisationdej[θ̂
k+1

(λ)]parrapportàλ

RetouràEx1...

62



'

&

$

%

-

6
θ2

θ1

0

S

−1

.......
.......
.......
.......
.......
.....................θ̂

2

θ̂
1

Convergenceversl’optimum(0,0)
>

enuneitération!

TrèspratiquequandSestunhyper-rectangle(orthotope),
S={θ/ai≤θi≤bii=1,...,p}:→simple«saturation»









θ̂
k+1
i(λ)=θ̂

k
i−λgi(θ̂

k
)siai≤θ̂

k
i−λgi(θ̂

k
)≤bi

θ̂
k+1
i(λ)=bisiθ̂

k
i−λgi(θ̂

k
)>bi

θ̂
k+1
i(λ)=aisiθ̂

k
i−λgi(θ̂

k
)>ai
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7.5)Méthodesdusecondordre:programmationquadratiqueséquentielle

Approximationquadratiquedej(·):

θ̂
k+

=argmin
θ∈S

[

(θ−θ̂
k
)
>
g(θ̂

k
)+

1

2
(θ−θ̂

k
)
>
H(θ̂

k
)(θ−θ̂

k
)

]

avecH(θ)leHessienenθ(ouuneapproximationconstruite
récursivementpourquasi-Newton)

puisθ̂
k+1

=θ̂
k+

ou
θ̂

k+1
=argminλ[θ̂

k
+λ(θ̂

k+
−θ̂

k
)]

SiSestunpolyèdre:déterminationdeθ̂
k+

=programmationquadratique
→programmationquadratiqueséquentielle

SiSn’estpasunpolyèdre(contraintesnonlinéaires),onleslinéarise...
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8)Critèresnondifférentiables

Parexemple,estimationL1,j(θ)=|θ1−θ2|+0.2|θ1+θ2|
Enθ̂

1
=(1,1)

>
,j(θ)augmentequandonsedéplacesuivantchacundes

axese1ete2→laméthodedePowellestinapplicable!

8.1)Programmationconvexe
⇔Sestconvexeetj(·)estconvexe

8.1.1)Sous-différentieletsous-gradient

Sous-gradientdej(·)enθ:vecteura∈IR
p

telque

∀r∈IR
p
,j(θ+r)≥j(θ)+a

>
r

Sij(·)estdifférentiableenθ,alorslesous-gradientenθestunique,
g̃(θ)=g(θ)gradientdej(·)enθ

Sinon,∂j(θ)=sous-différentiel=ensembledessous-gradientsenθ
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*

�

θθ+r

j(θ)

j(θ+r)

Propriétés:

üj(·)convexe⇒∂j(θ)bornésur{θ/j(θ)≤α}
üj(·)convexe⇒[g̃(θ

2
)−g̃(θ

1
)]

>
(θ

2
−θ

1
)≥0

üθ̂minimisej(·)convexe⇔0∈∂j(θ̂)
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üdérivéedirectionnelle(Fréchet)

g(θ
1
,θ

2
)=lim

ε→0

j(θ
1

+εθ
2
)−j(θ

1
)

ε
=max

a∈∂j(θ
1
)
a
>
θ
2

Quelquesrèglesdecalcul:ji(·)desfonctionsconvexes,desous-gradients
respectifsg̃i(·)

-sij(θ)=
∑m

i=1αiji(θ),alorsg̃(θ)=
∑m

i=1αig̃i(θ)

-sij(θ)=maxi=1,...,mji(θ),alors∂j(θ)estl’enveloppeconvexede

∪i∈I(θ){∂ji(θ)}avecI(θ)={i/ji(θ)=j(θ)}

8.1.2)Méthodedusous-gradient

θ̂
k+1

=θ̂
k
−λkg̃(θ̂

k
)

Problème:j(·)nedécroîtpasforcémentdansladirection−g̃(θ̂
k
)

⇒impossibled’optimiserparrapportàλ!

Impossibleaussidegarderλconstant:pourj(θ)=|θ|,θ∈IR,|g̃(θ)|=1

∀θ6=0,et|θ̂
k+1

−θ̂
k
|=λ∀k!
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→onfixeλkapriori:

λk≥0,lim
k→∞

λk=0,

∞∑

k=1

λk=∞(λk=
α

k
convient)

maisconvergencetrèslente...

8.1.3)Méthodeduplansécant

j(·)convexe⇒∀θ,j(θ)≥j(θ̂
k
)+g̃

>
(θ̂

k
)(θ−θ̂

k
)

Onutiliseuneapproximationinférieuredej(·)donnéepar

jk(θ)=max
i=1,...,k

j(θ̂
i
)+g̃

>
(θ̂

i
)(θ−θ̂

i
)

etθ̂
k+1

=argminθ∈Sjk(θ)

SiSestunpolyèdre⇔programmationlinéairedansIR
p+1

:
Minimiserαsouslescontraintes

θ∈Setj(θ̂
i
)+g̃

>
(θ̂

i
)(θ−θ̂

i
)≤α,i=1,...,k
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θ

θ̂
1

θ̂
2

θ̂
3

θ̂
4

j(θ)

Maislaconvergenceestparfoistrèslente...
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8.1.4)Méthodesdecoupe

(leplansécantenfaitpartie...)

j(·)convexe⇒leminimumθ̂satisfait

g̃
>

(θ̂
k
)(θ̂−θ̂

k
)≤j(θ̂)−j(θ̂

k
)≤0

→chaqueévaluationdesous-gradientapporteunecontrainte
supplémentaire
aprèskévaluations,onsaitque

θ̂∈S
k

=S∩{θ/g̃
>

(θ̂
i
)(θ̂−θ̂

i
)≤0,i=1,...,k}

pointsuivantθ̂
k+1

choisidanscetensemble(centredegravité,maisonne
saitpasfaire,centreduplusgrandellipsoïdeinscritdansS

k
...)
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8.1.5)Méthodedesellipsoïdesextérieurs

Onpartd’ungrandellipsoïdeE
0

dontonestsûrqu’ilcontientθ̂

SoitE
k

l’ellipsoïdedel’itérationk

Sisoncentreθ̂
k

nesatisfaitpasl’unedescontraintesdeS
k−1

,
oncoupeparlacontraintelaplusviolée(coupeprofonde),
ongardelapartiedel’ellipsoïdequisatisfaitlacontrainte,
ondéterminelepluspetitellipsoïdecontenantcetellipsoïdetronqué,
onrépèteautantquenécessaire

Quandlecentresatisfaitfinalementtouteslescontraintes,oncoupeparle
centre(coupecentrale)enutilisantg̃

>
(θ̂

k
)(θ̂−θ̂

k
)

En1979,Khachiyan→programmationlinéairedecomplexitépolynomiale

Depuis,méthodesdepointsintérieurspourprogrammationconvexe...

71



'

&

$

%

�
g̃(θ̂

k
)

θ̂
k

R

E
k

E
k+1

�

θ̂
k+1

Coupecentrale
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E
k+1

R

E
k

�

θ̂
k

θ̂
k+1

Coupeprofonde
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8.2)EstimationdenormeL1

Simodèlelinéaire,déjàvu:programmationlinéaire

Simodèlenon-linéaire→solutionséquentielledeproblèmeconvexes

j(θ)=

N∑

i=1

wi|y(i)−ym(θ,i)|avecym(θ,i)nonlinéaireenθ

+0)choisirθ̂
0
,k=0

+1)calculer

δθ̂
k

=argmin
δθ

N∑

i=1

∣
∣
∣
∣y(i)−ym(θ̂

k
,i)−

∂ym(θ,i)

∂θ>|θ̂k

δθ

∣
∣
∣
∣

+2)calculer

λk=argmin
λ>0

N∑

i=1

wi|y(i)−ym(θ̂
k

+λδθ̂
k
,i)|

θ̂
k+1

=θ̂
k

+λkδθ̂
k

,k→k+1,retourneren1)
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Ilfautaussiuntestd’arrêt(parexemplesur|j(θ̂
k+1

)−j(θ̂
k
)|)

Pas1):problèmeconvexe(outilsdéjàvus)
Pas2):rechercheunidimensionnelle(déjàvuaussi)

...maisilvautmieuxquandmêmerendrelecritèredifférentiable→
M-estimateurdeHuber

ρ1(e)=







e
2
/2si|e|≤δ

δ|e|−δ
2
/2sinon
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9)Techniquesrécursives

Maximumdevraisemblance→erreurdeprédictione(θ,i)→maximiser

jMV(θ)=
1

N

N∑

i=1

logπ[e(θ,i)|θ]

Commentfairepourtraiterlesdonnéesl’uneaprèsl’autre?
Onsupposequel’onenaurabeaucoup:N→∞,etlese(θ,i)sont
supposéesi.i.d.,alors

jMV(θ)≈Ee{logπ[e(θ,1)|θ]}

Approximationstochastique:onpeutoptimiseruneespérancesansjamais
lacalculer!
Gradient:

θ̂
k+1

=θ̂
k

+λk
∂Ee{logπ[e(θ,1)|θ]}

∂θ|θ̂k
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Gradientstochastique:onremplaceE{·}paruneévaluationenunpoint
prisauhasard
icie(θ,k+1)correspondantàl’observationsuivante

θ̂
k+1

=θ̂
k

+λk
∂logπ[e(θ,k+1)|θ]

∂θ|θ̂k

=θ̂
k

+λk

∂π[e(θ,k+1)|θ]
∂θ|θ̂k

π[e(θ̂k,k+1)|θ]

Conditionssurλk:

λk>0,

∞∑

k=1

λk=∞,

∞∑

k=1

λ
2
k<∞

(unchoixpossible:λk=α/(k+1))
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Newtonstochastique:

θ̂
k+1

=θ̂
k

+
1

k+1
M

−1
(θ̂

k
,ξ

k+1
1)

∂logπ[e(θ,k+1)|θ]
∂θ|θ̂k

avecM(θ,ξ
k+1
1)lamatriced’informationdeFisher(moyennepar

observation)

M(θ,ξ
k+1
1)=E

{

1

k+1

k+1 ∑

i=1

∂logπ[e(θ,i)|θ]
∂θ

∂logπ[e(θ,i)|θ]
∂θ>|θ

}

Ex:y(i)=ym(θ,i)+εi,avec(εi)ii.i.d.N(0,σ
2
).Alors

M(θ,ξ
k+1
1)=

1

σ2

1

k+1

k+1 ∑

i=1

∂ym(θ,i)

∂θ

∂ym(θ,i)

∂θ>
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Siym(θ,i)linéaireenθ,ym(θ,i)=r
>

(i)θ,M(θ,ξ
k+1
1)nedépendpasdeθet

peutêtrecalculérécursivement:

M(θ,ξ
k+1
1)=

k

k+1
M(θ,ξ

k
1)+

r(k+1)r
>

(k+1)

(k+1)σ2

→redonneexactementl’algorithmedesmoindrescarrésrécursifs!

L’algorithmedugradientstochastiquedonnedanscecas:

θ̂
k+1

=θ̂
k

+λkr(k+1)[y(k+1)−r
>

(k+1)θ̂
k
]

appeléalgorithmeLeastMeanSquares

Siym(θ,i)n’estpaslinéaireenθ,onpeuttoutdemêmeapproximer
M(θ,ξ

k+1
1)récursivementpar

Ma(ξ
k+1
1)=

k

k+1
Ma(ξ

k
1)+

1

σ2

1

k+1

∂ym(θ,i)

∂θ|θ̂k

∂ym(θ,i)

∂θ>|θ̂k

etonpeutéviterl’inversiondeMa(ξ
k+1
1)→«maximumdevraisemblance

approché»
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10)Optimisationglobale

Onadéjàvucommentsupprimerlaprésenced’optimalocauxenrépétant
desobservationssouslesmêmesconditionsexpérimentales
Maissilesobservationssontdéjàlà...ilfautunalgorithmepermettant
d’échapperauxoptimaslocaux
Techniquesimpleàmettreenœuvre:recherchealéatoire

+0)choisirθ̂
0
,k=0

+1)générerθ̂
k+

∈S:θ̂
k+

=θ̂
k

+rk,avecrk∼N(0,Σ)(onessaiede
nouveautantqueθ̂

k+
6∈S)

+2)sij(θ̂
k+

)<j(θ̂
k
),accepterθ̂

k+1
=θ̂

k+
;

sinonθ̂
k+1

=θ̂
k

Difficulté:commentchoisirΣ?
→tiragesprochessiθ̂

k
prochedel’optimumθ̂,tirageséloignéssinon...

idée:adapterΣ→recherchealéatoireadaptative
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OnsupposeS=orthotope{θ/ai≤θi≤bi,i=1,...,p}(oucontenudans
untelorthotope)

+θ̂
0

aucentre:θ̂
0
i=(ai+bi)/2,i=1,...,p

+5valeursdeΣ:Σ1=diag{bi−ai,i=1,...,p},puisΣj+1=0.1Σj,
j=1,...,4

+Onalterne2phases:

üa)exploration:soitθ̂
k∗

lemeilleurpoint[+petitevaleurdej(·)]
pourchaquej,onfait100/jitérationsavecΣj,etonnoteθ̂

k∗,j
la

meilleurevaleurobtenue,j=1,...,5

üb)exploitation:onpartdumeilleurpointθ̂
k∗,j

∗

,obtenupour
j=j

∗
,etonfait100itérationsavecΣj∗

üexplorationdenouveau,puisexploitation,etc.

+onarrête...quandonenaassez(!)(nb.max.d’itérationsdépassé),ou
sij

∗
=5(↔Σpetit↔recherchelocale)unnombreconsécutifdefois

≥5
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