Theories & Preuves

1. LE PROBLEME

o Donnees : une théorie T et une formule ¢
o Question : est ce que ¢ est une conséquence logique de 7 ?

?
TE¢
N\

Conséquence déductive Conséquence inductive
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Deux approches :

o Enumérer les modeles de 7 et vérifier la validité de ¢ dans chaque
modéle (approche sémantique)

o Appliquer une méthode de preuve syntaxique
Déduction (e.g.,résolution,...), Induction
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2. APPROCHE SEMANTIQUE

o Enumérer les modeéles de
o Vérifier la validité de ¢ dans chaque modele

Contraintes : le nombre de modeles de 7 doit étre fini!
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Exemple 1.

Monsieur X, professeur d’informatique, rentre chez lui et découvre sa femme
dans les bras d’un beau brun ténébreux. Surpris, celui-ci s’enfuit en s’envolant
par la fenétre. On sait que :

o Marc, Batman ou Olivier plaisent a la femme de Monsieur X

¢ A chaque fois qu’Olivier fait quelque chose, son copain Marc l'imite
¢ Batman ne sait pas voler

Marc est-il 'amant de Madame X ?
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Formalisation : ce probleme peut se formaliser dans la théorie = suivante :

¢ Langage : o Axiomes :
— pas de variables — Al:mvVvbvVvo
— pas de fonctions — A2:0=m
— propositions : m, b eto — A3:-Db
O ¢im

On veut montrer : 7 = ¢
Cestadire:=7= ¢

Cc'estadire : I = 7 = ¢ pour toute interprétation 1
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Verification de la validité : énumérer toutes les interprétations

o Pour le langage de 7 (sans variables ni fonctions), une interprétation est
une affectation des valeurs “vrai” ou “faux” aux propositions.

o Enumérer toutes les interprétations revient a construire tous les triplets
(m, b, 0) a valeur dans {0,1}

o Montrer que I = 7 = ¢ pour toute interprétation I revient a construire
la table de veérité de = = ¢ et montrer que 7 = ¢ vaut 1 dans tous les
cas.
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Table d verite de 7 :

(MVbVvoA(o=m)A—-Db)=m

_L_L_L_LOOOOB
- = OO0 = - 00T
OO+ 0 =00

—t — — — ) ) )k ek

... et donc Marc est bien 'amant de Madame X!
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LIMITES DE L APPROCHE SEMANTIQUE

o Enumérer toutes les interprétations c’est coliteux : pour un langage sans
variables ni fonctions et avec n propositions il y a 2" interpretations
possibles

o Comment énumérer tous les modeles quand on a un langage du pre-
mier ordre (avec variables) ?

langage : prédicat E (binaire)
fonction :  f (unaire)
Exemple axiomes: E(x,y) < E(y,X)
E(x,y) A E(y,2) = E(Xx,2)
E(X,X)
Comment prouver E(f(x),f(x)) ?
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3. APPROCHES SYNTAXIQUES

Appliquer une méthode syntaxique m telle que :

Tho = Tl

Systeme de regles d’inférence :

systeme de Hilbert correct
systeme de Gentzen — ., Preuve deductive &
systeme de resolution complet

systeme d’induction Preuve inductive  correct

FIN
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4. PREUVES DEDUCTIVES

Une théorie 7, une formule ¢ , une méthode ¢
THE @
g

La formule ¢ est prouvable (dérivable) a partir de = en appliquant la
méthode ¢
ou
¢ est un g—théoréeme de 7

10
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ZU?:y?Z
a,b,c
p,q,Tr

I.9
A7B7C7D7F¢5w

NOTATIONS (RAPPEL)

variables

constantes

symboles de predicat
symboles de function

formules

11
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4.1. Equivalences de base

(Herbrand 1931, Robinson 1965)

T = ¢ ¢ est une conséquence de 7
MOD
) | ) ,
T = Vo La cloture universelle de ¢ est une conséquence de 7
MOD
) o ) -
alET AV () La conjonction 7 A —V(¢) est insatisfiable
(V structure o)
¢ , ¢
a = FP[T A =VY(0)] La forme prénexe de 7 A =V(¢) est insatisfiable
(V structure «)
) )

12



Michel Rueher Preuves — 13 novembre 2017 13

EQUIVALENCES DE BASE (suite)

a = SK[FP[T A =V(¢)]] La forme de Skolem de FP[...]
(V structure o) est insatisfiable
) )

a = FNC[SK[FP[T A =V(¢)]]]  La forme normale conjonctive de SK...]
est insatisfiable

() ()
a = FNC[SK[FP[T A =V(o)]]] La forme normale conjonctive n’a pas
(@ structure de Herbrand) de modele de Herbrand
() ()

FNC[SK[FP[T A =V(¢)]]IF o  La clause vide est déductible par résolution
RG

13
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4.2. UNE PROCEDURE DE PREUVE

Pour prouverque 7 ,,,¢ :

1.

R

Mettre la formule ¢ sous forme V ¢ (cloture universelle)
Ajouter =V ¢ a 7 . On obtient Fy = {7 A =V(¢)}

Mettre F, sous forme préenexe On obtient I}

Mettre les formules de F; sous forme de Skolem On obtient F5;
Mettre les formules de F; sous forme de clauses On obtient F5
Appliquer la résolution pour dériver la clause vide de F3

14
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5. UNE PROCEDURE DE PREUVE POUR LE CALCUL
PROPOSITIONNEL

Pour prouver que 7 =,,,9 -
1. Ajouter — ¢ a 7. On obtient 7 A —¢
2. Mettre les formules de 7 A =¢ sous forme de clauses. On obtient C

3. Appliquer a C' la 0- résolution pour dériver la clause vide de F; :

-AVF{ N AVF»
F{VF»o
ou A est un atome, F} et F5 des clauses

4. Sion infére la clause vide, alors ¢ est valide dans M OD

15
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5.1. 0- RESOLUTION : INTUITION

& Régle (_IA V Fl) (A V Fz) - F1 V Fz
Si (A VF;) A (AVF,) estvrai, alors F, V F, est vrai car on ne peut
pas avoir -A A A

o Principe de la démonstration : preuve par I’absurde
Si T A —¢ F palors ¢ est vrai
(car —¢ introduit une contradiction)

Pour les langages sans variables ni symboles fonctionnels la
0-résolution est complete et correcte

16
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5.2 FORME CLAUSALE

Définition 1.
Soit ¢ une formule. On dit que ¢ est sous forme clausale si ¢ est une formule
FiNEs N ...\ F,, ouchaque F; est de la forme :

Pi1VpieV...piV PmiV T Pma2 V...V Dmj
Définition 2.

Une disjonction de litteraux p;; Vpi2 V.. .01 V =pm1 V —Pma V ... V Py, €st
appelée clause

Theoreme 1.

Pour toute formule ¢ il existe une formule equivalente ¢ ’ qui est sous forme de
clauses

17



Michel Rueher Preuves — 13 novembre 2017 18

5.3. MISE SOUS FORME CLAUSALE

Lutilisation des équivalences suivantes de gauche a droite permet de
mettre une formule sous forme de clauses :

Cqi - —I(A\/B)E—!A/\—lB
Co . ﬁ(A/\B)E—lA\/_IB
C3: AV(BANC)=(AVB)AN(AVO)
Cs: (ANB)VC=(AVC)AN(BVCO)

18
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5.4 REPRISE DE L'EXEMPLE (1)— MARC ?

O-résolution : (mAV Fi)) N (AV F>) - Fy V F

Axiomes : A1 .mVbVo A2:0=m A3:-b
On veut prouver ¢ : m

1. Négation de ¢ : -m 3. Résolution
2. Mise sous forme clausale o —m , moVmkbt —o
o Al:mVbVo o0, mVbVoFmVb
o A2 i —oVm omVb, -bFm
o A3 : b o —-m , mbo
O Tp L m

Donc 7 |5, ¢, c’est a dire ¢ est valide dans tous les modéles de .

19
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5.5 REPRISE DE LEXEMPLE (1)- Olivier ?

O-résolution: (A VF;) A (AVF;)FF;VF,

Axiomes : A1 :mVbVo A2:0=m A3:-b
On veut prouver ¢ : o

1. Négationde ¢ : —o

2. Mise sous forme clausale : o = Lm0
o Al:mVbVo 3. Résolution
o A2 oV m o ¢, AlFmVb
o A3 : b o mVb A3Fm

On ne peut inférer la clause vide. Comme la O-résolution est complete, o
n’est pas une conséquence logique de {A1,A2,A3}

20
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5.6 REPRISE DE LEXEMPLE (1), PREUVE SEMANTIQUE

(MvbVvo)A(o=m)A-Db)=0

_L_L_L_LOOOOB
- 2 OO0 =+ - 00T

- O 20 -0 =00

_L_L—LO—L—L_L_L

... et donc o n’est pas une conséquence logique de {A1,A2,A3}

21
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6. UNE PROCEDURE DE PREUVE POUR LE CALCUL
DES PREDICATS DU PREMIER ORDRE (RAPPEL)

Pour prouver que 7 =,,,9 -

1. Mettre la formule ¢ sous forme V ¢ (cloture universelle)
Ajouter =V ¢ a 7 . On obtient Fy = {7 A =V(¢)}

Mettre Iy sous forme prenexe On obtient I

Mettre les formules de F} sous forme de Skolem On obtient F5

Mettre les formules de F, sous forme de clauses On obtient F3

2R

Appliquer la résolution pour dériver la clause vide de F3

22
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Exemple 2.
o Sémantique o Syntaxe
4 Si x est pair, alors x+1 est\ KSymbo/es A
impair e prédicats :  p(x) : x pair
Il existe un nombre pair i(x) : x iImpair

e fonctionnel : f(x) : x +1
Montrez qu’il existe y tel que

y est impair 7 (Ay) Va(p(z) = i(f(z))
\ / (As) dzp(x)
¢ FJyiy)
\_ J

23
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Preuve

o Appliquer Cloture universelle de ¢
o Ajouter -Vopar

(A2) Jzp(z) (=) —3yi(y)
o Mettre sous forme prénexe

(A1) Va(-p(z) Vi(f(z))

(A2) Jzp(z) (=) Yy —i(y)
o Mettre sous forme de Skolem

(A1) —p(z) Vi(f(z))

(A2) p(a) (m¢) —i(y)

¢ Mettre sous forme de clauses

24
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o Appliquer la résolution pour dériver la clause vide

Résolution entre A1 et A2 : (unification = < a)

Résolution entre i(f(a)) et A3 (unification y < f(a))

] contradiction

... donc ¢ est vraie (dans MOD), c’est a dire qu’il existe un nombre
impair (les unifications nous donne sa valeur : a + 1)

25



Michel Rueher Preuves — 13 novembre 2017 26

6.1. FORME PRENEXE

Définition 3.
Une formule ¢ est sous forme prénexe si elle est de la forme :

Qix1 Q2z2 ... Qury ¢

ou chaque Q; estY ou 3 et ou i ne contient aucun quantificateur

Exemple 3.
Vx dy p(x,y) est sous forme prénexe
V x q(x)3 y p(x,y) n‘est pas sous forme prenexe

Théoreme 2.
Pour toute formule ¢ il existe une formule ¢’ sous forme prénexe équivalente a

¢

26
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a) Elimination des = et des < en utilisant les équivalences sui-
vantes de gauche a droite :

p1: (A= B)=(—-AV B)

pP2: (A< B)=((wAAN-B)V (AN B))

b) Renommer certaines variables liées de maniéere a n’avoir plus de
variable quantifiée deux fois en utilisant les équivalences :

Ps : Vz A(x) = Vy A(y)

Ps: dzA(x) = Jy A(y)

27
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c) Faire remonter les quantificateurs en utilisant les équivalences

suivantes de gauche a droite (x ¢ varlib(C)) :

Ps :
Ps :
P7:
Ps :
Po :
P1o -
P11 :
P12 :
P13 :
P14 :
P15 :

—dz A(z) = Vz—A(x)

—Vz A(x) = Jz—A(x)

——A(x) = A(x)

(CVVzA(z)) =Vz(CV A(x))

(CV 3z A(x)) = Fz(C V A(x))
(Vx A(x) v C) =Vz(A(x) v O)
(dx A(z) vV C) = dz(A(x) v C)
(C AVz A(z)) =Vz(C N A(x))
(C A3z A(x)) = Fz(C N A(x))
(Vax A(x) AN C) =Vz(A(x) A C)
(dx A(zx) AN C) = dz(A(x) A C)

28
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Remarque 1.
Pour limiter le nombre de quantificateurs de la formule finale il peut étre
intéressant d'utiliser les equivalences suivantes :

g VxA(x) = C) = Hz(A( )= C)

9 - (Fr A(z) = C) =V (A(x) = C)

Gs - (Vo A(z) AV B(z)) =Va (A(z) A B(x))

Qs (Jz A(x) vVdzr B(z)) =dz (A(x) vV B(x))

Remarque 2.
Une forme prénexe peut aussi étre obtenue en éliminant les < et les = avant
de faire remonter les quantificateurs en téte de la formule.

29
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6.2. FORME DE SKOLEM

Définition 4.

Soit ¢ = Qrx1 Q212 ...QunryY(xr122 ...2,) Une formule mise sous forme
prénexe

On appelle forme de Skolem de ¢ la formule ¢ ® obtenue en enlevant tous les
quantificateurs Jx; et en remplacant chacune des variables x; quantifiee avec
3 par fi(x1,242, ... Tjn) OU x;1,%52, ... Ty SONt les variables quantifiees par
desV placés devant le zx;

Remarque 3.
Les symboles fonctionnels introduits doivent étre tous differents et étre
differents de ceux qui sont utilisés dans ¢

Remarque 4.
Lorsqu’il n’y a pas de quantificateur ¥V devant le dx; on introduit un symbole
de constante (fonction 0-aire)

30
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6.2. FORME DE SKOLEM —PROPRIETES

Théoreme 3.

Soit {p1,09,...,¢6n} un ensemble de formules sous forme prénexe et
{65,05,...,05} I'ensemble des formes de Skolem de ces formules, alors
b1, P2, . . ., on @dmet un modele ssi {43, ¢5, ..., $>} admet un modele

Intuition de la demonstration :

Considérons ¢ = Vx,dy p(x,y). Ona ¢* = Vx p(x,f(x))

Soiti = (E,p) avec p: E x E — {V,F} un modele de ¢ dans la base E. Si
i est un modele, alors pour tout a € F, il existe g € E tel que p(«, §) soit vrai.
Soit f : E — E la fonction tel que f(«) = 3, alors i’ = (E. p, f) est un modele
de ¢° dans la base E.

Réciproguement si i’ = (E, p,f) est un modéle de ¢° dans la base E, alors on
vérifie aisément que i = (E, p) est un modéle ¢

31
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6.2. FORME DE SKOLEM — REMARQUE

Remarque 5.

La forme de skolem ¢’ n’est pas nécessairement equivalente a la formule
¢ a partir de laquelle elle a été géeneree : certaines transformations peuvent
creer des dépendances parasites dans la forme de skolem

Exemple :
P(x) Vv Q(f(z))
/!
Vo P(z) V Jy Q(y)
N
Q(a) vV P(x)

32



Michel Rueher Preuves — 13 novembre 2017 33

6.3. REGLE D’'INFERENCE DE LA RESOLUTION

AV Fy -BV Fy
o(Q(F1) V F2)

ou
o A et B sont deux atomes avec le méme symbole de prédicat et
la méme arité
o ® est une substitution telle que ®(A V Fy) et =BV F, n‘aient au-
cune variable commune ; F} et F; sont des clauses
e o est un plus grand unificateur de ¢(A) et B

33
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Exemple 4.
A =p(x,c)
¢ = (z]y)
B = p(C, C)

34
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6.4 REGLE D’INFERENCE DE DIMINUTION

A Vv B VvV I
o(A) v o(F))

ou
o A et B sont deux atomes avec le méme symbole de prédicat et la méme
arité
e o est un plus grand unificateur de A et B

Exemple 5.

p(r,g(y) VvV p(flc)z) VvV  r(zy,z)
p(f(c)g(y)) Vv r(f(c)y.9(y))

aveco = [(z|f(c))(z]g(y))]

35
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7. UNIFICATION

— Trouver un représentant commun a deux atomes

Substitution

Définition 5.

Si A est une formule du calcul des predicats, on note (x|t) A la formule obtenue
en remplacant toutes les occurrences libres de x dans A part

Exemple 6.

(z|f(y,g(a)) (p(z) =r(x)) = (p(z)=r(f(y,9(a))))

36
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Remarque 6.
En général [61(32] 7é [6261]

Exemple 7.

o1 = [(z]f(a)) (Wl f(x))] o2 = [(ylf(2)) (z[f(a)))]

37
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7.1 UNIFICATEUR

Définition 6.

Soit S = {Ay,As, ..., A,} un ensemble fini de formules atomiques du calcul

des predicats, on appelle unificateur de S toute substitution o telle que :
O'A1:O'A2:...:O'An

Exemple 8.

S ={A1,A42,A3} Ai1=p(z,2) As=p(f(y),9(a)) Az=0p(f(u),z2)

o1 = [(z|f(u)) (y|u) (z|g(a))] 0141 = 0142 = 0143 = p(f(u)
o2 = [(ulf(a))]o1 021 = 0942 = 0243 = p(f(f(a))

K
AN ]
o =
—~
S
~—
~—

38
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7.2 UNIFICATEUR LE PLUS GENERAL

Définition 7.

Soit Us I'ensemble des unificateurs de S, on dit que o est un plus grand
unificateur de S (ou unificateur le plus généeral de S) si o est une substitution
de Ug telle que :

Vae UgdB e Us : a= fo

Exemple 9.
S ={A1,A2, A3} A =p(r,2) As=p(f(y),g9(a)) Az=p(f(u),z)

Quelques plus grands unificateurs :
o1 = [(z]f(uw)) (y|u) (z|g(a))]
o3 = [(z[f(v)) (ylv) (2]g(a)) (u|v)]

elonao, = (’U|U)O’3 elos = (U|’U)O'1

39
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7.3 ALGORITHME D’UNIFICATION DE DEUX ATOMES A ET B

e P« [|% PestunPGUde Aet B
o tant que ®A # @B faire . )
o déterminer le symbole le plus a gauche ® A qui soit different du sym-

bole de méme rang de ®B

o déterminer les sous-termes t; et t, de A et P B qui commencent a
ce symbole

e si “aucun des deux n’est une variable” ou “I'un des deux est une

variable contenue dans |'autre” g A
o alors imprimer “A et B ne sont pas unifiables “; arret

e sinon faire . _
e r < une variable parmit; et t5;t < lautre terme

o &« (z[t)P
e Imprimer ¢ est un plus grand unificateur de A et B

40



Michel Rueher Preuves — 13 novembre 2017 41

8. STRATEGIES DE RESOLUTION

¢ Techniques de gestion d’ensembles de clauses

Enrichissement par résolution & simplication jusqu’a détection de la
clause vide ou saturation

o Techniques d’exploration de I’arbre des déductions

Parcours en largeur ou en profondeur d’abord de I'arbre de déduction
pour trouver la clause vide

41
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8.1 STRATEGIES DE SATURATION

¢ Algorithme :
So : ensemble initial de clauses
141
Faire
e 5; + U {clauses obtenues en effectuant toutes les résolutions et
diminutions possibles sur S;_;}
e 1+ 1+1
jusqu’acequed e S;ouS; =S;_1

o Probleme : Les ensembles S; augmentent de maniere exponentielle

42
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8.2 STRATEGIE DE SATURATION AVEC SIMPLIFICATION

¢ Elimination des tautologies
(A Vv A Vv C)ou A estun atome et C' une clause

o Elimination des clauses subsumees
la clause D est subsumée par la clause C s’il existe une substitution o

telle que D = oC Vv F avec F une clause
e.g. p(f(a)) V q(a) est subsumée par p(x)

43
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8.3 STRATEGIES LINEAIRES

Définition 8. On appelle déduction linéaire de racine C, a partir de I'en-

semble de clauses C toute déduction FyF ... F, telle que : ,
o F est obtenue par resolution ou diminution a partir de clauses dont l'une

est Cy
o F;, i > 0 est obtenue par résolution ou diminution a partir de clauses

dont l'une est F;_

Exemple 10.

C={-AvV -B,Av =-C,C, BV -D, DV B} Co=—-AV —-B
Déduction :

Fy: =B Vv =C (résolution entre Cy et A v —C)

Fy : =B (résolution entre Fy et C)

Fy : =D (résolution entre F, et B Vv —D)

F3 : B (résolution entre F» et D vV B) Fy : O (résolution entre F5 et F)

44
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Theéoreme 4.

S’il existe une déduction de la clause vide, alors il existe une déduction
linéaire de la clause vide

Remarque 7.

Une stratégie d’exploration en profondeur d’abord ne permet pas
nécessairement de trouver la clause vide

Exemple 11.

C={-px) Vv p(f(y)),wla),p(x)}
p(x)  —plz) vV p(f(y))
N V4
p(f(y)) -p(z) V p(f(y))

p(f(y))

45
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8.4 STRATEGIES “INPUT” ORDONNEES

Définition 9.
On appelle déduction “input” de racine Cy a partir de 'ensemble de clauses C
toute déduction CFyF; ... I, telle que :

o Fy est obtenue par résolution ou diminution a partir de clauses dont I'une
est Cy

o F;, 1 > 0 est obtenue par résolution ou diminution a partir de clauses
dont 'une est dans C

La stratégie “input” ordonnée n’est pas complete dans le cas général

46
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8.5 STRATEGIES “INPUT” ORDONNEES AVEC DES
CLAUSES DE HORN (SLD)

Une clause de Horn est une clause comportant en ensemble de littéraux
négatifs et au plus un littéral positif

Définition 10.
La résolution ordonnée entre deux clauses ordonnées sans variables com-
munes
C=lLVvivVv.. .Vl avec |, : littéral positif
=1, vi1,v ... v avecl :littéral négatif
a pour résultat (quand elle est possible) la clause ordonnée
Oy, v ..o v, VIV ooV )
ou ¢ est le plus grand unificateur entre [, et [}

47
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8.5 SLD (suite)
Exemple de résolution avec des clauses de Horn
C=pi(a) V ~ai(y) V —ri(z)
C'=p1(x) V 7q2(x) V —r2(2)

pi(a) vV ~qi(y) vV -ri(z) —p1(z) V ~ga(x) V —ra(2)

~q1(y) V —r1(2) V mge(a) V —ro(2)
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8.5 SLD (suite)

Si C = C" U{Cy} est insatisfiable, que Cj est une clause ne comportant
qgue des littéeraux négatifs, et que C’ ne contient que des clauses de Horn
ordonnées dont le littéral positif est en téte,
alors il existe une déduction linéaire “input” ordonnée de racine Cy, n’uti-
lisant que la résolution, conduisant a la clause vide

Limites des stratégies “input” ordonnées avec des clauses de Horn :

o Toute formule n’est pas transformable en clause de Horn, e.g.,
A=BvVD

Exemple : riche(x) = gagnant_lotto(x) \V héritier(x)

o Impossible de déduire des connaissances négatives, e.g.,
Vx —(premier(double(succ(x)))
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8.6 SLD : EXTRACTION DE RESULTATS

Théoreme 5.

Si un ensemble de clauses de HornC = C' U {C,} est insatisfiable,

et que Cy est un litteral negatif tel que Cy = —-pi(x1,...,2,) V ... V
_'pm(xlw"axn)

et que C’' ne contient que des clauses de Horn ordonnées en placant le littéral
positif en téte,
alors chaque déduction “input” ordonnee de racine Cy conduisant a la clause
vide et dont les substitutions sont (x1|t1), ..., (z,|ts)
définit des objets t; de l'univers de Herbrandt tel que

p1(ti, ... ty) Ao  Apm(ty, ..., t,) est conséquence de C’

Exemple 12.

C' = {p(a), p(b), r(f(x))V -p(z), q(y)V -r(y), qlc)}
Co = ﬁQ(Z)
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9. SLD & PROLOG

¢ Langage : clauses de Horn
o Sémantique opérationnelle : exploration en profondeur d’abord avec
retour arriere de I'arbre des déductions input ordonnées

!

stratégie incomplete (ordre des clauses est important)
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Exemple 13.

P: masculin(leon).
pere (leon, lucie).
mere (lucie, paul).
parent (P,E) :— pere(P,E ).
parent (M, E) :— mere (M, E).
grand_pere (G,E) :— pere(G,P ),parent (P,E).
Q: :—- grand_pere (G, paul)
C': masculin(leon) A pere(leon,lucie) N mere(lucie, paul) N
{VP VE pere(P, E) = parent(P,E)} A
{VM VE mere(M, E) = parent(M, E)} A
{VG VP VE pere(G, P) A parent(P, E) = grand_pere(G, F))}
Co: — (3G grand_pere(G,paul))
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