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1 Arithmétique des Intervalles

1.1 Notations
⋄ x, y, z représentent des variables dé�nies sur les réels ; X, Y, Zreprésentent des variables dé�nies sur les intervalles ;

⋄ u, v représentent des onstantes dans R ;
⋄ f, g représentent des fontions dé�nies sur les réels ;
⋄ F, G représentent des fontions dé�nies sur les intervalles ;

⋄ c orrespond à une ontrainte dé�nie sur les réels ;
⋄ C orrespond à une relation dé�nie sur les intervalles ;
⋄ Φcstc(P ) est la fermeture (ou le �ltrage) par la onsistane cstc(où cstc est 2B, Box, 3B, Bound) de P .
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⋄ R∞ = R∪ {−∞, +∞} est l'ensemble des réels étendu auxsymboles des in�nis.
⋄ IF est un sous-ensemble �ni de R∞ ontenant en partiulier

{−∞, +∞} ;

⋄ a, b représentent des onstantes dans IF .Conrètement, IF orrespond à un ensemble de nombres �ottantsutilisés dans une implémentation mahine.
⋄ a+ (resp. a−) orrespond au plus petit (resp. plus grand) nombrede IF stritement plus grand (resp. plus petit) que a.

5



1.2 Bases du alul d'intervallesDé�nition 1.1 (Intervalle). Un intervalle [a, b] ave a, b ∈ IF estl'ensemble de nombres réels {r ∈ R | a ≤ r ≤ b}.Soit r un nombre réel. r̃ orrespond au plus petit (w.r.t. inlusion)intervalle de IF ontenant r. I orrespond à l'ensemble de tous lesintervalles et est partiellement ordonné par l'inlusion ensembliste.

U(I) orrespond à l'ensemble de toutes les unions d'intervalles.
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Commentaire 1.1 (Inidene de la préision des aluls).Le terme plus petit (w.r.t. inlusion) sous-ensemble doit êtreinterprêté en fontion de la préision des aluls lors des opérationsen virgule �ottante. Nous supposerons ii que :1. tous les résultats des aluls sont arrondis vers l'extérieur (i.e.,vers −∞ lors du alul de la borne inférieure d'un intervalle etvers +∞ lors du alul de la borne supérieure d'un intervalle) ;2. l'erreur maximale lors du alul d'une borne de l'intervalleassoié à une variable du système de ontraintes intial esttoujours inférieure à un �ottant.La deuxième hypothèse peut néessiter de reourir à des "grands�ottants". Elle est toutefois requise pour pouvoir garantir que lesalgorithmes de �ltrage basés sur une onsistane partielle alulentun point �xe unique
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Dé�nition 1.2 (Extension ensembliste). Soit S un sous ensemble de

R. l'approximation de S �notée �S� est le plus petit intervalle Itel que S ⊆ I.Dé�nition 1.3 (Extension aux intervalles).

• Une fontion sur les intervalles F : In → I est une extension auxintervalles de f : Rn → R ssi :
∀I1, . . . , In ∈ I : r1 ∈ I1, . . . , rn ∈ In ⇒ f(r1, . . . , rn) ∈

F (I1, . . . , In).

• Une relation sur les intervalles C : In → Bool est une extensionaux intervalles de la relation c : Rn → Bool ssi :
∀I1, . . . , In ∈ I : r1 ∈ I1, . . . , rn ∈ In ⇒ [c(r1, . . . , rn)⇒

C(I1, . . . , In)]Par exemple, la relation sur les intervalles .
= de�nie omme

I1
.
= I2 ⇔ (I1 ∩ I2) 6= ∅ est une extension aux intervalles de larelation d'égalité sur les réels.
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Dé�nition 1.4 (Extension naturelle aux intervalles).Une fontion sur les intervalles F : In → I est une extensionnaturelle aux intervalles de f : Rn → R ssi F est l'extension auxintervalles de f obtenue en remplaçant dans f :
⋄ haque onstante k par son extension naturelle aux intervalles k̃,

⋄ haque variable par une variable sur les intervalles
⋄ haque opération arithmétique par son extension optimale auxintervalles (opération qui alule le plus petit intervalle quionserve l'ensemble des solutions)
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Les extensions optimales aux intervalles ont été introduites parMoore pour les opérations de base sur les intervalles. Par exemple,soit ⊙ un opérateur binaire parmi {+,−, ∗, /} et

[a, b]⊙ [c, d] = {x⊙ y tel que a ≤ x ≤ b et c ≤ y ≤ d} alorsl'extension optimale aux intervalles pour les qautres opérations debase est dé�nie par :
• [a, b]⊖ [c, d] = [a− d, b− c]

• [a, b]⊕ [c, d] = [a + c, b + d]

• [a, b]⊗ [c, d] = [min(ac, ad, bc, bd), max(ac, ad, bc, bd)]

• [a, b]⊘ [c, d] = [min(a
c
, a

d
, b

c
, b

d
), max(a

c
, a

d
, b

c
, b

d
)] if 0 6∈ [c, d]Les extensions optimales aux intervalles peuvent être dé�nies pourquasiment toutes les fontions élémentaires . Il est important deremarquer que la forme syntaxique d'une fontion a une très fortein�uene sur la préision de l'extension naturelle aux intervalles quilui sera assoiée. 10



Exemple 1.1. Soit f(x) = x + x× y + 3 une fontion sur les réels.Son extension naturelle aux intervalles est dé�nie par

X ⊕X ⊗ Y ⊕ 3̃.Exemple 1.2. Soit les fontions sur les réels dé�nies par :

• f1(x) : x2 − x ;
• f2(x) : x(x− 1).L'extension naturelle aux intervalles nous donne le résultat suivant :

• F1([0, 5]) = [−5, 25] ;
• F2([0, 5]) = [−5, 20].alors que la valeur de l'extension optimale aux intervalles de esdeux fontions sur l'intervalle [0, 5] orrespond à l'intervalle
[−0.25, 20] : le domaine de variation de f1 et f2 est [−0.25, 20]lorsque x varie entre [0, 5] (la dérivée de es deux fontionss'annullent pour x = 0.5).
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2 Propriétés fondamentales de l'arithmétiquedes intervallesLes opérateurs {+, ∗} sont ommutatifs et assoiatifs mais ladistributivité n'est pas véri�ée.Proposition 1. Soit : In → I l'extension naturelle aux intervallesde : Rn → R et soit fsol = �{f(r1, . . . , rn) | r1 ∈ I1, . . . , rn ∈ In}.Si haque ri a une seule ourrene dans f alors
fsol = F (I1, . . . , In) sinon fsol ⊆ F (I1, . . . , In).Ce résultat peut aisément être étendu aux relations k-aires sur Rn.
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Proposition 2. Soit C : In → Bool l'extension naturelle auxintervalles d'une équation c : Rn → Bool. Si haque xi a une seuleourrene dans , alors :
C(I1, . . . , In)⇔ (∃x1 ∈ D1, . . . , ∃xn ∈ Dn | c(x1, . . . , xn)).Exemple 2.1. Voii quelques exemples qui illustrent les limites de lasous-distributivité :a) [1, 2] ∗ ([1, 2]− [1, 2]) = [−2, 2]

[1, 2] ∗ [1, 2]− [1, 2] ∗ [1, 2] = [−3, 3]b) f1 : R→ R F1 : I → I

x→ x− x i→ i− iSi I0 = [10, 20] F1(I0) = [−10, 10]
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2.1 Système de ontraintes sur les intervallesDé�nition 2.1. Un CSP sur les domaines ontinus est un triplet :

⋄ (X ,D, C) où X = {x1, . . . , xn} est un ensemble de variables ;

⋄ D = {Dx1
, . . . , Dxn

} est un ensemble de domaines (Dxi

est ledomaine ontenant toutes les valeurs potentielles de la variable

xi) ;

⋄ C = {c1, . . . , cm} est un ensemble de ontraintes.On note V ar(C) le sous ensemble de X des variables de C.
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Exemple 2.2. Voii quelques exemples de CSP sur les domainesontinus :a) P0 = (V , {DU , DR, DI}, {U = R× I})ave DR = [10.5, 11], DI = [1, 2], DU = (−∞, +∞)b) P1 = (V, D1, C) P2 = (V, D2, C) P3 = (V, D3, C)ave :

V = {x, y}
D1 = {Dx = [0, 100], Dy = [0, 100]}
D2 = {Dx =]0, 2], Dy = [0, 2[}
D3 = {Dx = [0.5, 1], Dy = [1, 1.5]}
C = {x + y = 2, y ≤ x + 1, y ≥ 1 + lnx}
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Figure 1: Contraintes des CSP P1, P2 et P3Les CSP P1, P2 et P3 ont le même ensemble de solutions (f. �g. 1).
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Relations entre CSP

⋄ P∅ représente la lasse des CSP vides, i.e., l'ensemble des CSPdont au moins un domaine est vide.
⋄ D′ ⊆ D signi�e que D′xi

⊆ Dxi

pour tout i ∈ 1..n.

⋄ un CSP P = (X ,D, C) est plus petit qu'un CSP P ′ = (X ,D′, C)si D′ ⊆ DOn note P ≺ P ′ ette relation d'ordre.
⋄ Par onvention P∅ est le plus petit des CSP.

17



2.2 Sémantique d'un CSPSoit le CSP P = (X ,D, C) ave X = {x1, . . . , xn},
D = {D1, . . . , Dn} et C = {c1, . . . , cm} où haque ontrainte estd'arité n. L'ensemble des solutions du CSP P est dé�ni par larelation ∩i=m

i=1 ci ∩ (Dxj1
× · · · ×Dxjk

).
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2.3 Approximation d'un CSPComme il est en général impossible de aluler toutes les solutionsd'un CSP, on herhe à aluler une approximation de et ensemblede solutions.Dé�nition 2.2 (domaine d'approximation). Un domained'approximation A sur R est un sous-ensemble des parties de Rlos par intersetion, muni d'une relation d'ordre bien fondée, et telque R ∈ A.

I orrespond à l'ensemble des intervalles dont les bornesappartiennent à IF , un sous ensemble �ni de R. I est partiellementordonné par l'inlusion ensembliste et onstitue don un domained'approximation de R. Cet ensemble est un treillis omplet dont laborne inférieure est dé�nie par l'intersetion ensembliste et la bornesupérieure par l'union ensembliste.Dé�nition 2.3 (opérateur de narrowing). Soit A un domaine19



d'approximation sur R, ρ une relation n-aire sur R. La fontion

N : An → An est un opérateur de narrowing pour la relation ρ ssipour tout u, v ∈ An on a :1. N(u) ⊂ u,2. u ∩ ρ ⊂ N(u),3. u ⊂ v ⇒ N(u) ⊂ N(v)La première propriété orrespond à la ontratane, la deuxième àla orretion et la troisième à la monotonie.
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2.4 Algorithme standard de narrowingUn algorithme standard d'approximation d'un CSP est dé�ni dansla �gure 2. Cet algorithme est dérivé de l'algorithme AC3 utilisépour aluler la onsistane d'ar sur les domaines �nis.L'approximation qui sera e�etivement alulée est dé�nie par laonsistane loale assoiée à l'opérateur de narrowing.
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1 IN�1 (in C, inout D)2 Q← {< xi, Cj > | Cj ∈ C and xi ∈ V ar(Cj)}3 while Q 6= ∅4 extrat < xi, Cj > from Q5 D′ ← narrowing(D, xi, Cj)6 if D′ 6= D then7 D ← D′8 Q← Q ∪ {< xl, Ck > | Ck 6= Cj ∧
(xl, xi) ∈ V ar(Ck)}10 endif11 endwhileFigure 2: Algorithme standard d'approximation d'un CSP
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2.5 Consistanes partiellesLes onsistanes partielles utilisées au niveau des CSP sur lesdomaines ontinus se divisent en deux grandes atégories :

⋄ les onsistanes stritement loales, i.e., qui ne travaillent que surune seule ontrainte

⋄ les onsistanes partielles qui ne sont pas stritement loales, i.e.,qui véri�ent ertaines propriétés sur l'ensemble (ou sur unsous-ensemble) du système de ontraintes loales
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3 2�B�ConsistaneLa 2�B�Consistane est une approximation de la onsistane d'aret est don une onsistane stritement loale.

La ontrainte c est 2B�Consistante si pour toute variable x dedomaine Dx = [a, b] il existe des valeurs dans les domaines detoutes les autres variables qui satisfont c lorsque x est instaniéave a et lorsque x est instanié ave b.Ou enore si c peut s'érire sous la forme f(x) = 0, alors a et b sontrespetivement le plus petit et le plus grand zéro de f(x) dansl'espae délimité par Dx1
× . . .×Dxn

.
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Dé�nition 3.1 (2B�Consistane). Soit (X ,D, C) un CSP et c ∈ Cune ontrainte k-aire sur les variables (x1, . . . , xk). La ontrainte cest 2B�Consistante ssi :
∀i, Dxi

= �{vi ∈ Dxi
| ∃v1 ∈ Dx1

, . . . , ∃vi−1 ∈ Dxi−1, ∃vi+1 ∈
Dxi+1, . . .∃vk ∈ Dxk

tel que c(v1, . . . , vi−1, xi, vi+1 . . . , vk) estvéri�ée }.
Un CSP est 2B�Consistant ssi toutes ses ontraintes sont2B�Consistantes.
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3.1 Consistane d'ar versus 2�B�ConsistaneLa 2B�Consistane est une onsistane plus faible que laonsistane d'ar :
⋄ La onsistane d'ar impose une ondition sur tous les élémentsdes domaines ;

⋄ La 2�B�Consistane impose ette même ondition aux seulesbornes de l'intervalle qui ontient les domaines.Exemple 3.1. P = {{x, y}, {Dx, Dy}, {x = y2}} ave
Dx = [1, 4], Dy = [−2, +2]

P est 2�B�Consistant, mais pas onsistant d'ar ar la valeur 0 de
Dy n'a pas de support dans Dx.
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La 2�B�Consistane ne garantit pas l'existene d'une solution.Exemple 3.2. P ′ = {{x, y}, {Dx, Dy}, {x2 = 4, y2 = 9, x ∗ y = 1}}ave Dx =]− 2, 2[, Dy = [−3, +3]

P ′ est 2�B�Consistant, mais n'a pas de solution.
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La propriété suivante expliite la relation entre la 2B�Consistaneet l'extension aux intervalles d'une ontrainte.Proposition 3. Soit (X ,D, C) un CSP tel qu'auune ontrainte de Cne ontienne des ourrenes multiples des variables de X , soit

c ∈ C une ontrainte d'arité k dé�nie sur (x1, . . . , xk). c est2�B�Consistant ssi pour tout xi de {x1, . . . , xk} tel que Dxi
= [a, b]les relations i-dessous sont véri�ées :

⋄ C(Dx1
, . . . , Dxi−1

, [a, a+), Dxi+1
, . . . , Dxk

),
⋄ C(Dx1

, . . . , Dxi−1
, (b−, b], Dxi+1

, . . . , Dxk
).où [a, a+) et (b−, b] sont des intervalles semi-ouverts.
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3.2 �ltrage par 2�B�ConsistaneDé�nition 3.2 (�ltrage par 2B�Consistane). Un �ltrage par2�B�Consistane d'un CSP P = (X ,D, C) est un CSP

P ′ = (X ,D, C) tel que :1. P ′ ≡ P , i.e. P et P ′ ont les mêmes solutions ;2. P ′ est 2�B�Consistant,3. P ′ � P ,4. D′ ⊂ D et les domaines de D′ sont les plus grands domaines telque P ′ soit un �ltrage par 2�B�Consistane de P .

Le �ltrage par 2�B�Consistane existe toujours et est unique.On note P ′ = Φ2B(P). Ainsi, dans l'exemple 1 : P2 =Φ2B(P1).
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3.3 Calul de la 2�B�ConsistaneLe alul de la 2�B�Consistane repose sur l'approximation desfontions de projetion utilisées pour réduire le domaine desvariables dans la fontion narrowing(D, x, C) de IN-1Soit c une ontrainte k-aire sur (x1, . . . , xk), et
< I1, . . . , Ik >∈ Ik un ensemble de domaines, πi(c, I1 × · · · × Ik)dénote la projetion sur xi de l'ensemble des solutions de c dansl'espae délimité par I1 × · · · × Ik.Dé�nition 3.3 (projetion d'une ontrainte).
πi(c, I1×· · ·× Ik) : (C, Ik)→ U(I) est la projetion de c sur xi ssi :

πi(c, I1 × · · · × Ik) = {vi ∈ Ii | ∃ < v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vk >∈
I1 × · · · × Ii−1 × Ii+1, . . .× Ik tel que c(v1, . . . , vi, . . . , vk) est vrai }
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La projetion d'une ontrainte sur une variable n'est en général pasun intervalle mais une union d'intervalles. Pour éviter de devoirgérer les unions d'intervalles on approxime ette projetion par unintervalle.Dé�nition 3.4 (approximation de la projetion).

APi(c, I1 × · · · × Ik) : (C, Ik)→ I est une approximation de

πi(c, I1 × · · · × Ik) ssi
APi(c, I1 × · · · × Ik) = � πi(c, I1 × · · · × Ik) =

[Min πi(c, I1 × · · · × Ik), Max πi(c, I1 × · · · × Ik)].En d'autres termes, APi(c, I1 × · · · × Ik) est le plus petit intervalleontenant la projetion πi(c, I1 × · · · × Ik).Il resulte de es dé�nitions qu'une ontrainte c est 2B�Consistantesur < I1, . . . , Ik > si pour tout i dans {1, . . . , k},
Ii = APi(c, I1 × · · · × Ik).
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⋄ Le alul de APi est immédiat pour les fontions monotones : ilsu�t d'évaluer la fontion de projetion pour les bornes del'intervalle assoié à la variable xi.
⋄ un des problèmes majeurs de la 2�B�Consistane est que APi nepeut pas être alulée diretement dans le as général où il estdi�ile de dé�nir les fontions Min et MaxSi une variable à des ourrenes multiples. La solution onsistealors à déomposer les ontraintes en fontions primitives pourlesquelles il est faile d'identi�er les parties monotones.
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Exemple 3.3 (évaluation des fontions de projetion). Voii deuxexemples d'évaluation de fontions de projetion :(a) Soit x = y + z2 et Dx = [0, 6], Dy = [5, 9], Dz = [−2, 4].La fontion de projetion pour y est D′y ← (Dx −D2
z) ∩Dy.D'ou : D′y = ([0, 6]− [0, 16]) ∩ [5, 9] = [5, 6].On remarquera que pour aluler D2

z on a utilisé l'extensionoptimale aux intervalles de la fontion puissane et non leproduit.(b) Soit x + y2 et D′y ←
√

Dx ∩DyL'évaluation de la fontion de projetion demande dans e asune analyse des parties monotones :Si Dx = [4, 9] et Dy = [−1, 5] alors D′y vaut [2, 3] et non [−1, 3]ar auune des valeurs entre −1 et √Dx n'a de support dans Dx.Par ontre, si Dx = [4, 9] et Dy = [−2, 5] alors D′y vaut [−2, 3]ar −2 a pour support −√4.
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⋄ La déomposition d'un système de ontraintes C en un systèmede ontraintes primitives decomp(C) ne hange pas lasémantique : C et decomp(C) ont les mêmes solutions.

⋄ une propriété loale omme la 2B�Consistane, la portée desvéri�ations e�etuées par la 2B�Consistante est réduite par ladéomposition : si une variable x possède des ourrenesmultiples dans une ontrainte c ∈ C, alors les di�érentesourrenes de x dans decomp(c) pourront varierindépendamment les unes des autres et le �ltrage par2B�Consistane de decomp(C) sera plus faible que elui de C.
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Exemple 3.4 (déomposition du système de ontraintes).Soit c : x1 + x2 − x1 = 0 une ontrainte Dx1
= [−1, 1], Dx2

= [0, 1]les domaines de x1 et x2. Puisque x1 apparait deux fois dans c, sadeuxième ourrene sera remplaée par une nouvelle variable x3 .On a don decomp(c) = {x1 + x2 − x3 = 0, x1 = x3}.Dans e nouveau système de ontraintes, haque fontion deprojetion peut être évaluée aisément à l'aide des opérations dualul d'intervalle. Par exemple :
AP1(x1 + x2 − x3 = 0, Dx1

, Dx2
, Dx3

) est Dx1
∩ (Dx3

⊖Dx2
).Toutefois la déomposition aentue les limites due à la loalité dela 2�B�Consistane : la ontrainte initiale n'est pas2�B�Consistante (auune valeur x1 ne permet de satisfaire laontrainte lorsque x2 = 1) alors que le système déomposé est2�B�Consistant (les valeurs x1 = −1 et x3 = 0 satisfont

x1 + x2 − x3 = 0 lorsque x2 = 1).
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3.4 Algorithme de alul de la 2�B�ConsistaneL'algorithme de alul de la 2�B�Consistane résulte diretementde l'instaniation de la fontion narrowing par le alul desfontions extremum (f. �gure 3 ) dans l'algorithme IN-1.

1 funtion narrow (D, xi, Cj) : set of domains2 m←Minxi
(C,Dxi

)3 M ←Maxxi
(C,Dxi

)4 return D[Dxi
← [m,M ]]Figure 3: Fontion narrowing pour le alul de la 2�B�Consistane
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Exemple 3.5 (�ltrage par 2�B�Consistane). Soit

c1 : x + y = 1, c2 : y = 2 ∗ z, Dx = [−4, 5], Dy = [3, +∞), Dz = [1, 2].La �le des ouples <ontrainte,variable> à traiter est

Q = {a :< c1, x >, b :< c1, y >, c :< c2, y >, d :< c2, z >}1. Séletion de a, Dx ← [−4,−2].Auun élément n'est ajouté dans Q.2. Séletion de b, Dy ← [3, 5].Auun élément n'est ajouté dans Q.3. Séletion de c, Dy ← [3, 4].
Q = {d :< c2, z >, a :< c1, x >}4. Séletion de d, Dz ← [1.5, 2].Auun élément n'est ajouté dans Q.5. Séletion de a, Dx ← [−3,−2].Auun élément n'est ajouté dans Q.6. Q = ∅ 37



4 2�B(w)�Consistane

4.1 Arrêt prématuré de l'algorithme de propagationLors de onvergenes asymptotiques il est en général préférabled'arrêter la propagation avant d'atteindre le point �xe. En e�et, iln'est pas réaliste dans e as de vouloir réduire tous les intervallesjusqu'à e qu'auun élément de IF (e.g., auun �ottant) ne puisseêtre enlevé.
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Exemple 4.1. Soit :
X = 2× Y

Y = X

DX = [−10, 10], DY = [−10, 10]La 2B-onsistane va opérer les rédutions suivantes :

DY = [−5, 5] DX = [−5, 5]

DY = [−2.5, 2.5, DX = [−2.5, 2.5]

DY = [−1.25, 1.25] DX = [−1.25, 1.25]

DY = [−0.625, 0.625] DX = [−0.625, 0.625]

......il est préférable d'arrêter la propagation avant d'atteindre le point�xe ...
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On introduit de e fait une notion de �largeur� de borne (f. �gure4) et on se ontente de reherher une solution dans ette bornelarge. On appelle 2B(w)�Consistane la onsistane obtenue lorsd'un tel arrêt prématuré de l'algorithme de �ltrage.

+w -w bbaa
  

Figure 4: illustration de la notion de borne �large�
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Formellement, la 2B(w)�Consistane peut être dé�nie de la manièresuivante :Dé�nition 4.1. Soit (X ,D, C) un CSP, x ∈ X , Dx = [a, b], w unentier positif. Dx est 2�B(w)�Consistant si pour toute ontrainte

c(x, x1, . . . , xk) de C si les relations suivantes sont véri�ées :1) ∃v ∈ [a, a+w), ∃v1, . . . , vk ∈ Dx1
× · · · ×Dxk

| c(v, v1, . . . , vk)2) ∃v′ ∈ (b−w, b], ∃v′1, . . . , v′k ∈ Dx1
× · · · ×Dxk

| c(v′, v′1, . . . , v′k)où a+w (resp.a−w) dénote le (w + 1)ieme �oattant après (resp.avant) a.Un CSP est 2�B(w)�Consistant ssi tous ses domaines sont2�B(w)�ConsistantsL'algorithme de �ltrage par 2B(w)�Consistane s'obtient enmodi�ant la fontion Narrow pour que la rédution du domaine nesoit e�etuée que lorsqu'elle est supérieure à w.
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4.2 Problèmes de la 2B(w)�Consistane

⋄ Le fait de ne plus réduire le plus possible les intervalles à haqueétape fait perdre la notion de point �xe : le �ltrage par2�B(w)�Consistane dépend de l'ordre d'évaluation des fontionsde projetion.
⋄ Soit Dx = [a, b] le domaine de x dans un CSP P , [a1, b1] ledomaine de x après �ltrage par 2B(w)�Consistane de P , et

[a2, b2] le domaine de x après �ltrage par 2B�Consistane de P .Il n'y a pas de rapport diret entre la valeur de w et la distane

|a1 − a2| ;

⋄ Le mode de déomposition d'un système de ontraintes peutavoir une in�uene sur l'ordre d'évaluation des fontions deprojetion et peut de e fait a�eter le résultat d'un �ltrage par2B(w1)�Consistane ;

⋄ Si les nombres manipulés ont des valeurs très hétérogènes, il estindispensable d'utiliser une valeur relative pour w42



Exemple 4.2.
c1 : x = y, c2 : x = z, c3 : x2 = 4

Dx = [−10, 2], Dy = [−2, 2], Dz = [−1.5, 2] et w = 1.

⋄ Ordre 1 : < c1, c2, c3 >D'où Q = {< c1, x >, < c1, y >, < c2, x >, < c2, z >, < c3, x >1. Séletion de < c1, x >, Dx ← [−2,2]2. Séletion de < c1, y >, Dy ne hange pasAuun élément n'est ajouté dans Q.3. Séletion de < c2, x >, Dx ne hange pas ar la rédution estinférieure à w ;4. Séletions de < c2, z >, < c3, x > ne permettent d'e�etuerauune rédution.
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c1 : x = y, c2 : x = z, c3 : x2 = 4

Dx = [−10, 2], Dy = [−2, 2], Dz = [−1.5, 2] et w = 1.

⋄ Ordre 2 : < c2, c1, c3 >D'où Q = {< c2, x >, < c2, z >, < c1, x >, < c1, y >, < c3, x >1. Séletion de < c2, x >, Dx ← [−1.5, 2].Auun élément n'est ajouté dans Q.2. Séletion de < c2, z >, < c1, x >, < c1, y > ne permettentd'e�etuer auune rédution.3. Séletion de < c3, x >, Dx ← [2,2]

< c1, y > et < c2, z > sont ajoutés dans Q.4. Séletion de < c1, y >, Dy ← [2,2]5. Séletion de < c2, z >, Dz ← [2,2]
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Remarques :Soit Dx = [a, b] le domaine de x dans un CSP P , [a1, b1] ledomaine de x après �ltrage par 2B(w1)�Consistane de P , et

[a2, b2] le domaine de x après �ltrage par 2B(w2)�Consistane de

P . w1 < w2 n'implique pas [a1, b1] ⊂ [a2, b2].Un w plus grand peut empêher la fontion de projetion d'uneontrainte cj de réduire le domaine d'une variable x et permettreainsi à la fontion de projetion d'une ontrainte ck d'e�etuer unerédution plus signi�ative sur le domaine de ette même variable x.Exemple 4.3. Soit f1 : y ← 0.71× x f2 : y ← 0.6× x + z

Dx = [0, 10] Dy = [−10, 20] DZ = [0, 0.9]Si w = 2, f1 peut réduire Dy à [0, 7.1] et f2 ne peut plus e�etuerauune rédution.Si w = 3, f1 ne peut e�etuer auune rédution et f2 peut réduire
Dy à [0.8, 6.9]
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5 3B�ConsistaneLa 2B�Consistane est uniquement une onsistane partielle etomme la onsistane d'ar elle est souvent trop faible pourpermettre une approximation �ne du domaine des variables. Demême que des onsistanes plus fortes, basées sur l'ar onsistane(e.g., onsistane de hemin), ont été introduites dans les domaines�nis, des onsistanes plus fortes ont été proposées �au dessus� dela 2B�Consistane.
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5.1 3B�ConsistaneLe prinipe de la 3B�Consistane est de véri�er si le système deontraintes ne devient pas trivialement inonsistant (i.e., la2B�Consistane permet de générer des domaines vides) lorsqu'unevariable est instaniée par la valeur d'une des bornes de l'intervallequi lui est assoiée.En d'autres termes, la 3B�Consistane herhe à véri�er si uneborne peut e�etivement être solution.
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Dé�nition 5.1 (3B�Consistane). Soit P = (X ,D, C) un CSP et xune variable de X de domaine [a, b]. Soit :
⋄ PD1

x←[a,a+) le CSP derivé de P en substituant Dx dans D par

D1
x = [a, a+) ;

⋄ PD2
x←(b−,b] le CSP derivé de P en substituant Dx dans D par

D2
x = (b−, b].

Dx est 3B�Consistant ssi Φ2B(PD1
x
) 6= P∅ et Φ2B(PD2

x
) 6= P∅.Un CSP est 3�B�Consistant ssi tous ses domaines sont3�B�Consistants.

48



Exemple 5.1. Dans l'exemple 2.2, P1 et P2 ne sont pas3�B�Consistants mais P3 est 3�B�Consistant :

P3 = Φ3B(P1) = Φ3B(P2).Tout CSP qui est 3B�Consistant est aussi 2B�Consistant . Lagénéralisation de la 3�B�Consistane à la k�B�Consistane estimmédiate .Dé�nition 5.2 (�ltrage par 3B�Consistane). Un �ltrage par3�B�Consistane de P est un CSP P ′ qui véri�e :1. P ′ ≡ P ,2. P ′ est 3�B�Consistant,3. P ′ � P ,4. ∀ P ′′ = (V ,D′′, C), {P ′′ ≡ P ∧ (P ′′ est3�B�Consistant) ∧ P ′′ � P ∧ P ′ � P ′′} ⇒ D′′ = D′.
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funtion 3B��ltering(P )% Pré-ondition : P = (V,D, C) est un CSP% Post-ondition : le résultat est un CSP P = (V,D, C) 3B onsistant% S : Veteur des ∆ utilisés pour la rédution des domaines% n : ardinal de V1 −→
PF ← false % −→PF : veteur de booléens qui indique si lepoint �xe est atteint pour haque domaine2 while ¬−→PF do3 for i = 1 . . . n do4 if ¬PFxi

then Sxi
← min(Sxi

, size(Dxi
))/2% Valeur initiale des Sxi

: maxvalue5 if Sxi
≤ w then PFxi

← true6 Sxi
← w7 D ← 3B��xpoint(P, S)8 return P
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funtion 3B��xpoint(P, S)% Pré-ondition : P = (V,D, C) est un CSP% Post-ondition : le résultat est un CSP P = (V,D, C) | P = Φ2(P )1 PF ← false% PF : booléen qui indique si le point �xe est atteint2 while ¬PF do3 PF ← true4 for i = 1 . . . n do% n : ardinal de V5 Pborne_inf = (V, {Dx1
, . . . , Dxi−1

, [a, a + Sxi
], Dxi+1

, . . . , Dxn}, C)6 if 2B��ltering(Pborne_inf ) = P∅ then7 PF ← false8 Dxi
← Dxi

\ [a, a + Sxi
]9 D ← 2B��ltering(P )10 Pborne_sup = (V, {Dx1

, . . . , Dxi−1
, [b− Sxi

, b], Dxi+1
, . . . ,Dxn}, C)11 if 2B��ltering(Pborne_sup) = P∅ then12 PF ← false13 Dxi

← Dxi
\ [b− Sxi

, b]14 D ← 2B��ltering(P )15 return D 51



Algorithme = une suite de tentatives de refutationSoit Dx = [a, b] dans un CSP P , si Φ3B(PDx←[a, a+b
2

]) = ∅,

⋄ alors la portion [a, a+b
2 ) de Dx est éliminé et le �ltrage sepoursuit sur l'intervalle [a+b

2 , b] ;
⋄ sinon le �ltrage se poursuit ave l'intervalle [a, a+b

4 ].La �gure 5 présente les premières étapes d'une rédution d'unintervalle [a, b] à partir de la borne gauhe : Φ3B(PDx←[a,a′]) = ∅,

Φ3B(PDx←[a′,c]) 6= ∅, Φ3B(PDx←[a′,d]) 6= ∅, Φ3B(PDx←[a′,e]) = ∅,...

L'algorithme s'arrête lorsque le point �xe est atteint ou lorsquel'intervalle qu'on essaye de refuter devient plus petit qu'une valeurabsolue (ou relative) w �xée.
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Figure 5: Exemple de rédution de la borne gauhe
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Exemple 5.2. Soit C = {x− y = 0, x + y = 100}, Dx = Dy = [0, 100].Ce système est 2�B�Consistant mais non 3�B�Consistant : la3�B�Consistane permet d'approximer ave préision l'uniquesolution.Remarques :Il est faile de voir que la 3�B�Consistane alule la onsistanetotale si le système de ontraintes n'a que deux variables. Demanière générale, on peut montrer que la k�B�Consistane fournitune proédure pour déider de la satis�abilité d'un système de

k − 1 variables.Une question intéressante est elle de la relation entre Φ2B(P) et
Φ3B(Pdecomp) : les exemples 5.3 et 5.4 montrent respetivement queni la relation Φ2B(P) � Φ3B(Pdecomp), ni la relation
Φ3B(Pdecomp) � Φ2B(P ) n'est véri�é.
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Exemple 5.3. Soit P le CSP dé�ni par

C = {x1 + x2 = 10; x1 + x1 − 2× x2 = 0}, Dx1
= Dx2

= [0, 10].

decomp(x1 + x1 − 2× x2 = 0) = {x1 + x3 − 2× x2 = 0, x3 = x1}. Pest 2B�Consistant mais Pdecomp n'est pas 3B�Consistant : En e�et,lorsque x1 est �xé à 10, Φ2B(PDx1
←[10−,10]) = P∅ ar Dx2

est réduità ∅. Dans e as le lien entre x1 et x3 est préservé et la3B�Consistane reduit Dx2
à [5,5℄.Exemple 5.4. Soit c la ontrainte x1 ∗ x2 − x1 + x3 − x1 + x1 = 0 ;

Dx1
= [−4, 3], Dx2

= [1, 2] et Dx3
= [−1, 5] les domaines de sesvariables.

decomp(c) = {x1 ∗ x2 − x4 + x3 − x5 + x6 = 0, x1 = x4 = x5 = x6}.

c n'est pas 2B�Consistant ar auun ouple de valeurs de Dx1

et de

Dx2

ne véri�e la relation lorsque x3 = 5.Toutefois, decomp(c) est3B�Consistant. La perte du lien entre lesdeux ourrenes de x1 interdit la rédution du domaine de x3.
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6 La Box�Consistane
⋄ La Box�Consistane est une approximation plus grossière de laonsistane d'ar que la 2B�Consistane.

⋄ La Box�Consistane peut être dé�nie en remplaçant dans ladé�nition de la 2B�Consitane toutes les variables quanti�éesexistentiellement (sauf une) par l'intervalle qui orrespond à leurdomaine.

⋄ La Box�Consistane génère un système de fontions univariablesqui peut être résolu par la méthode de Newton.
⋄ La Box�Consistane n'ampli�e pas le problème de loalité desonsistanes partielles
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6.1 Dé�nition et propriétés de la Box�ConsistaneDé�nition 6.1 (Box�Consistane). Soit (X ,D, C) un CSP et c ∈ Cune ontrainte k�aire dé�nie sur les variables (x1, . . . , xk). c estBox�Consistant si, pour tout xi dans {x1, . . . , xk} tel que

Dxi
= [a, b], les relations i-dessous sont véri�ées :1. C(Dx1

, . . . , Dxi−1
, [a, a+), Dxi+1

, . . . , Dxk
),2. C(Dx1

, . . . , Dxi−1
, (b−, b], Dxi+1

, . . . , Dxk
).

Le �ltrage par Box�Consistane de P est dé�ni de manière similaireau �ltrage par 2B�Consistane de P , et est noté ΦBox(P ).
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Proposition 4. Φ2B(P) � ΦBox(P) et Φ2B(P) ≡ ΦBox(P) siauune variable n'a d'ourrenes multiples dans les ontraintes de

C.Tout CSP qui est 2B�Consistant est aussi Box�Consistant, alorsqu'un CSP peut être Box�Consistant sans être 2B�Consistant (f.exemple 6.1).Exemple 6.1. L'exemple 3.4 n'est pas 2B�Consistant pour x2 maisest Box�Consistant pour x2 ar ([−1, 1]⊕ [0, 0+]⊖ [−1, 1])∩ [0, 0] et

([−1, 1]⊕ [1−, 1]⊖ [−1, 1]) ∩ [0, 0] ne sont pas vides.
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Toutefois, la déomposition du système de ontraintes ampli�e leslimites dues au aratère loal de la 2B�Consistane.Il en résulteque la 2B�Consistane sur le système déomposé est plus faible quela Box�Consistane sur le système initial :Proposition 5. ΦBox(P) � Φ2B(Pdecomp)Preuve : Pour le alul des onsistanes loales, CSP Pdecomp estune relaxation de P . D'où : ΦBox(P) � ΦBox(Pdecomp). Or du faitque Pdecomp ne ontient pas d'ourrenes multiples de variables,on a : ΦBox(Pdecomp) ≡ Φ2B(Pdecomp), et don
ΦBox(P ) � Φ2B(Pdecomp)⋄
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Exemple 6.2. Soit c la ontrainte x1 + x2 − x1 − x1 = 0,

Dx1
= [−1, 1] et Dx2

= [0.5, 1] les domaines des variables de c. cn'est pas Box�Consistant ar
[−1,−1+]⊕ [0.5, 1]⊖ [−1,−1+]⊖ [−1,−1+] ∩ [0, 0] est vide. Parontre, decomp(c) est 2B�Consistant pour Dx1

and Dx2

.La Box�Consistane reste toutefois une onsistane loale, et onpeut montrer que Φ3B(Pdecomp) � ΦBox(P).
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6.2 Calul de la Box�ConsistaneL'algorithme proposé dans pour e�etuer un �ltrage parBox�Consistane est basé sur l'algorithme générique IN (f. �gure2) utilisé pour la 2B�Consistane a. La fontion narrow(c,D)réduit les domaines des variables de c jusqu'à e que c soitBox�Consistant.Shématiquement, pour haque variable x de la ontrainte c unefontion univariable sur intervalles est générée en remplaçant toutesles variables sauf x par leur domaine. Le proessus onsiste alors àtrouver le zéro le plus à gauhe et la plus à droite dans toutes esfontions univariables sur intervalles qui sont de la forme :
C(Dx1

, .., Dxi−1
, x, Dxi+1

, ..., Dxk
) = 0̃.La fontionLNAR alule le zéro le plus à gauhe de Fx pour laaDans Numeria, une heuristique de �domain splitting� est ombinée ave etalgorithme de �ltrage pour trouver toutes les solutions.61



variable x de domaine initial Ix :

⋄ LNAR réduit d'abord le domaine de l'intervalle Ix ave la fontion

NEWTON(Fx, Ix) qui orrespond à l'extension aux intervallesde la méthode de Newton
⋄ Si la fontion NEWTON(Fx, Ix) ne peut pas réduiresu�samment le domaine Ix pour le rendre Box�Consistant, unedivision du domaine est e�etuée pour s'assurer que la bornegauhe de Ix est e�etivement un zéro.
⋄ La fontion SPLIT divise l'intervalle I en deux intervalles I1 et

I2 ; I1 étant la partie gauhe de l'intervalle initial.Ce proessus de division permet d'éviter la reherhe d'une �safestarting box� pour Newton ( même si Fx n'est pas di�érentiable, lafontion LNAR va trouver le zéro le plus à gauhe grâe au proessusde division).
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funtion LNAR (IN : Fx, Ix, return Interval)r ← right(Ix)if 0 6∈ Fx(Ix) then return ∅else Ix ← NEWTON(Fx, Ix)if 0 ∈ Fx(
ˆ

left(I), left(I)+
˜

) then return [left(I), r]else SPLIT (Ix, I1, I2)

L1 ← LNAR(Fx, I1)if L1 6= ∅ then return [left(L1), r]else return [left(LNAR(Fx, I2)), r]endifendifendif Figure 6: Funtion LNAR
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Soit :f : R → R.D'après le théorème, on a pour toute valeur a entre u et v :

f(u)− f(v) = (u− v)f ′(a)Si v est un zéro de f on obtient : v = u− f(u)
f ′(a)

.D'après l'arithmétique des intervalles, si a ∈ I alors f(a) ∈ F (I). De plussi F est l'extension naturelle aux intervalles de f , alors v ∈ ũ − F (ũ)
F ′(I)

=

N(F, F ′, ũ, I). Il en résulte que v est un zéro de f si v ∈ N∗(F, F ′, I) ave :

N∗(F,F ′, I) = In(n ≥ 1) où :
I0 = I

Ii+1 = N(F, F ′, center(Ii), I) ∩ Ii

In = In−1Figure 7: Rappel du prinipe de l'opérateur itératf de Newton
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7 Bound�ConsistaneComme la 2B�Consistane, la Box�Consistane a été généraliséepour limiter les e�ets de loalité. Shématiquement, laBound�Consistane applique le prinipe de la 3B�Consistane à laBox�Consistane : elle véri�e si la Box�Consistane peut êtreappliquée lorsque le domaine d'une variable est réduit à la valeurd'une de ses bornes.
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Dé�nition 7.1 (Bound�Consistane). Soit (X ,D, C) un CSP et

c ∈ C une ontrainte d'arité k dé�nie sur les variables (x1, . . . , xk).

c est Bound�Consistant si pour tout xi ∈ (x1, . . . , xk) ave

Dxi
= [a, b], les propriétes suivantes sont véri�ées :1. ΦBox(C(Dx1

, . . . , Dxi−1
, [a, a+), Dxi+1

, . . . , Dxk
)) 6= P∅,2. ΦBox(C(Dx1

, . . . , Dxi−1
, (b−, b], Dxi+1

, . . . , Dxk
)) 6= P∅.Comme ΦBox(P) � Φ2B(Pdecomp) on a :

ΦBound(P ) � Φ3B(Pdecomp).
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