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Probleme du voyageur de commerce

e Entrée : un ensemble de villes {c1, cp, ..., ¢y} et une fonction
de distance d(c;, ¢j) definie pour tous les couples (cj, ;).
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e Entrée : un ensemble de villes {c1, cp, ..., ¢y} et une fonction
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Définition (Tour et tour minimum)

Un tour est une permutation 7 = (Cr(1), Cr(2)s - - - » Cr(n)) des villes.
La longueur d'un tour 7 est
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Probleme du voyageur de commerce

e Entrée : un ensemble de villes {c1, cp, ..., ¢y} et une fonction
de distance d(c;, ¢j) definie pour tous les couples (cj, ;).

Définition (Tour et tour minimum)

Un tour est une permutation 7 = (Cr(1), Cr(2)s - - - » Cr(n)) des villes.
La longueur d'un tour 7 est

> d(cx(iys Cr(irry) + d(Cr(nys Cr(1))-
ie[1,n—1]
Un tour minimum est un tour dont la longueur est minimum.

e Sortie : un tour minimum de {ci, ¢, ..., Cn}.
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Probleme du voyageur de commerce

Applications classiques :

® en logistique : optimisation des transports

® en electronique : minimisation des cablages entre composants
des circuits integres

Difficulte de calcul : NP-complet

On va faire un algorithme exponentiel (O*(2")) pour le resoudre,
par la programmation dynamique.
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Approche brute force

Algo brute force :
® on essaye un par un tous les tours (= permutations des villes),
® pour chacun, on calcule sa longueur, 7
® on garde un tour qui realise le minimum de la Iongu'eur.
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Approche brute force

Algo brute force :
® on essaye un par un tous les tours (= permutations des villes),
® pour chacun, on calcule sa longueur,
® on garde un tour qui realise le minimum de la longueur.

O o 0 O

/y\(h.;cx M1 dm-2 N\ .- */l :,h’
Complexite :
® il yan! tour w de {c1,c2,...,ch} (nombre de permutations

sur n elements)
'V\‘_: M;{m.’! )* 6\-\2),,.., x 1
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Algo brute force : O (w!
® on essaye un par un tous les tours (= permutations des villes),
® pour chacun, on calcule sa longueur, O [
® on garde un tour qui realise le minimum de la longueur.

Complexite :
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Approche brute force

Algo brute force :
® on essaye un par un tous les tours (= permutations des villes),
® pour chacun, on calcule sa longueur,
® on garde un tour qui realise le minimum de la longueur.

Complexite :
® il yan! tour w de {c1,c2,...,ch} (nombre de permutations
sur n elements)
e calculer la longueur de 7 prend O(n)
Total : O(n- n!)

On va faire un algo en 2" par la programmation dynamique.
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Gain de complexite

Note importante : taille de n! comparee a 277
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Gain de complexite

Note importante : taille de n! comparee a 2" 7
Maths (Stirling) n! ~ \/277;(2)”

Retenez n! = n" : enorme, bien plus gros que 2"

M

. ma SO 4041

m , mn - ‘1.5:

Conclusion : complexite en n! est redhibitoire.

On va faire un algo exponentiel, en 2", par la programmation
dynamique.
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Programmation dynamique (Richard Bellman 1950's)

Idee generale : stocker dans une table tous les resultats
intermediaires
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Programmation dynamique (Richard Bellman 1950's)

Idee generale : stocker dans une table tous les resultats

intermediaires
MT“’W
de

Conditions de mise en oeuvre : il faut une ”form%
reccurence” qui permette, a partir des resultats intermediaires plus
petits, de deduire les resultats intermediaires un peu plus gros
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Programmation dynamique (Richard Bellman 1950's)

Idee generale : stocker dans une table tous les resultats
intermediaires

Conditions de mise en oeuvre : il faut une "formule de
reccurence” qui permette, a partir des resultats intermediaires plus
petits, de deduire les resultats intermediaires un peu plus gros

® avec peu de temps de calcul (ici, polynomial)
® et surtout, sans stocker trop de resultats intermediaires

gain r/t a brute force : comme on stocke, on ne perd pas de
temps a recalculer les resultats intermediaires

contrepartie : ca prend beaucoup d'espace (en fait on echange de
I'espace contre du temps de calcul)
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Programmation dynamique pour le voyageur de commerce

Remarque
On peut toujours commencer le tour sur la ville de notre choix : on

choisi@
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Programmation dynamique pour le voyageur de commerce

Remarque
On peut toujours commencer le tour sur la ville de notre choix : on
choisit cy.
—

Définition
Pour S C{c,...,cn} en note OPT|[S, ¢;] la longueur
minimum d'un parcours qui - e

® commence en ¢;_

® parcours les villes de S, dans un ordre libre

gm—

® finit en ¢;
-

Ca 4
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Programmation dynamique pour le voyageur de commerce

La formule de recurrence : @
®si|S|=1cad S={c},i#1 onaOPT[S, @ = d(cl,ﬂ).
‘l -t_ I. I. C;.
C 4+

1
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Programmation dynamique pour le voyageur de commerce

La formule de recurrence :
®si|S|=1cad S={c}, i#1 onaOPT[S, c] = d(c,q).
® si |S| > 1, alors Ca %
OPTI[S, ¢l = i OPTI[§ Y, ¢i] + d(cj, ¢
LTI, = i (P TIRUD ] + el )
e L J

8/10



Programmation dynamique pour le voyageur de commerce

La formule de recurrence :
®si|S|=1cad S={c}, i#1 onaOPT[S, c]=d(c,q).
® si |S| > 1, alors

OPT(S)ci| = min {OPT[S\ {cih¢cj] + d(c,ci)}
ces\{e}

[ A1

1
La_reponse au probleme/ la longueur d'un tour minimum est
©PT> min (OPTIiG" B3} a1 + dlci )
1 n
(4N :
e.ol/\/\/‘/M <2 c,‘
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Algorithme pour le voyageur de commerce

Algorithme 1 : Algorithme pour TSP
1 pour i de 2 a n faire

2 ‘ OPT[{ci}, ci] < d(c1,ci); )M‘W ("“:4) O("\)
3 fin k-o.,,,%Sc

4 pour j de 2 a n—1 faire

5 pour tous les S C {cp,...,¢p} avec-falre\a (C.,_
§ pour tous les ¢; € S falre ,(;l IS l
OUV)‘ OPT[S,ci]= min {OP 1@ ¢l +d(c, i)} >L
b— CjES\jC,’} M-"
8 in ea 1324 7

9 fin O a-1
10 fin ~-b ‘7)

11 retourner rE2|n {OPT[{ca,...,cn},cil+d(ci,a)};

D\ML\ Z (L Cn ) %cﬁ?{"

A=9
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Analyse de la complexite

Complexite temporelle :

® pour un S de taille k, les lignes 6 a 8 prennent un temps

O(k?)
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Complexite temporelle :
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Analyse de la complexite

Complexite temporelle :
® pour un S de taille k, les lignes 6 a 8 prennent un temps
O(k?)
® combien d'ensemble S a considerer? — 2™t — (n — 1)
e Total : O(n?-2") = 0*(2") ... beaucoup mieux que O(n!)

Complexite spatiale :
® |e tableau OPT[S ¢i| a une case pour chaque couple (5 c,)
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Analyse de la complexite

Complexite temporelle :
® pour un S de taille k, les lignes 6 a 8 prennent un temps
O(k?)
® combien d'ensemble S a considerer? — 2™t — (n — 1)
e Total : O(n?-2") = 0*(2") ... beaucoup mieux que O(n!)

Complexite spatiale :
® |e tableau OPTI[S, ¢;] a une case pour chaque couple (S, ¢;)
® mais... quand on en est a j, on peut ne conserver que les S de
taille jet j —1

® re-mais... ca fait quand meme Q(2") pour j = n/2. 40?:240

® au pire de I'algo : espace Q(n-2")... c'est la ou le bat blaisse

14T 4672:24‘0

chwlk.p SuAan) mn=%0 *QJ’“"‘A'
MN?O A’.QA-‘L
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Analyse de la complexite

Complexite temporelle :
® pour un S de taille k, les lignes 6 a 8 prennent un temps
O(k?)
® combien d'ensemble S a considerer? — 2™t — (n — 1)
e Total : O(n?-2") = 0*(2") ... beaucoup mieux que O(n!)

Complexite spatiale :
® |e tableau OPTI[S, ¢;] a une case pour chaque couple (S, ¢;)
® mais... quand on en est a j, on peut ne conserver que les S de
taille jet j —1
® re-mais... ca fait quand meme Q(2") pour j = n/2.

® au pire de I'algo : espace Q(n-2")... c'est la ou le bat blaisse
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Analyse de la complexite

Complexite temporelle :
® pour un S de taille k, les lignes 6 a 8 prennent un temps
O(k?)
® combien d'ensemble S a considerer? — 2™t — (n — 1)
e Total : O(n?-2") = 0*(2") ... beaucoup mieux que O(n!)
Complexite spatiale :
® |e tableau OPTI[S, ¢;] a une case pour chaque couple (S, ¢;)

® mais... quand on en est a j, on peut ne conserver que les S de
taille jet j —1

® re-mais... ca fait quand meme Q(2") pour j = n/2.

® au pire de I'algo : espace Q(n-2")... c'est la ou le bat blaisse
Conclusion : la prog dynamique permet de gagner du temps en
consommant de |'espace
Limites : I'espace est aussi une quantite critique dans les
ordinateurs (au moins autant que le temps)
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