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Probleme de I'equilibrage de charges

Entrée : m machines, n taches avec chacune un temps d'execution
det; e R, 1<i<n.
Contraintes :

® taches insecables : effectuees entierement sur une machine

® une machine ne peut faire qu'une tache a la fois

Sortie : une affectation des taches aux m machines telle que la
machine qui termine en dernier termine le plus tot possible

Exemple : m=3, n=b5, t1/:2, t2/:3, t3=4,t,=3,t5=5
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Probleme de I'equilibrage de charges

Entrée : m machines, n taches avec chacune un temps d'execution
det; e R, 1<i<n.

Contraintes :
® taches insecables : effectuees entierement sur une machine

® une machine ne peut faire qu'une tache a la fois

Sortie : une affectation des taches aux m machines telle que la
machine qui termine en dernier termine le plus tot possible

Difficulte de calcul : NP-cgmplet

NP _ diffialn
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Probleme de I'equilibrage de charges

Entrée : m machines, n taches avec chacune un temps d'execution
det; e R, 1<i<n.

Contraintes :

® taches insecables : effectuees entierement sur une machine

® une machine ne peut faire qu'une tache a la fois

Sortie : une affectation des taches aux m machines telle que la
machine qui termine en dernier termine le plus tot possible

Difficulte de calcul : NP-complet

On va faire un algorithme polynomial qui donne une solution
approchee garantie.
o
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Algorithme d'approximation

On note / I'instance du probleme, OPT (/) la valeur de la solution
optimale sur | et ALG(/) la valeur retournee par |'algorithme sur /.
Définition

Pour un probleme de minimisation, un algorithme d'approximation
avec ratio d'approximation@z 1 est tel que VI, éfﬁ.(ll) <p.= o

Pour un probleme de maximisation, un algorif‘nme d’'approximation

avec ratio d'approximation®2 1 est tel que VI, 3'52(/') p- = che

[n;‘m ALG() £ P ofT()
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Algorithme d'approximation

On note / I'instance du probleme, OPT (/) la valeur de la solution
optimale sur | et ALG(/) la valeur retournee par I'algorithme sur /.
Définition

Pour un probleme de minimisation, un algorithme d'approximation

ALG(!
) OPT((I)) S,&

avec ratio d'approximation p > 1 est tel que v/ v/

Pour un probleme de maximisation, un algorithme d'approximation

OPT (/)
VALG) S P

avec ratio d'approximation p > 1 est tel que V/

Exemple : Un probleme de minimisation t|on et un algorlthme pour le

resoudre. Sur trois instances /, /I, l”
o OPT(I)=3 et ALG(/) =
OOPT():SetALG(I)—12 S AS f

® OPT(I")=6¢et ALG(I") =8 = A.3%-.

Quel est le ratio d'approximation de cet algorithme ?
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Algorithme d'approximation

On note / I'instance du probleme, OPT (/) la valeur de la solution
optimale sur | et ALG(/) la valeur retournee par I'algorithme sur /.
Définition

Pour un probleme de minimisation, un algorithme d'approximation

avec ratio d'approximation p > 1 est tel que V/, SLPLT((II)) <p.

Pour un probleme de maximisation, un algorithme d'approximation

avec ratio d'approximation p > 1 est tel que V/, 3'52((/')) < p.

Exemple : pour I'equilibrage de charges on va faire un algo
polynomial tel que la solution retournee par I'algorithme verifie
toujours ALG(/) < 20PT(I) : I'algorithme a un ratio
d’approximation 2.
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Equilibrage de charges

Définition

Pour 1 < i < m, on note J(i) I'ensemble des taches affectees a la
machine /.

La charge de la machine i est definie comm >t

Th=gea) T T:0es) S ¢z ebe
/

h—s

Définition

Le makespan d’une affectation est la charge maximum d’une
machine dans cette affectation : objectif a minimiser.

Le makespan minimum sur toutes les affectations sera not@
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Premier algorithme - List Scheduling
ALGO :

® considerer les taches une par une dans un ordre quelconque

® pour chaque tache I'affecter a la machine la moins chargee
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Premier algorithme - List Scheduling
ALGO :

® considerer les taches une par une dans un ordre quelconque

® pour chaque tache I'affecter a la machine la moins chargee

Ca c'est simple! ... et ca donne un ratio d'approximation 211!
v 3 &35
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Premier algorithme - List Scheduling
ALGO :

® considerer les taches une par une dans un ordre quelconque

® pour chaque tache I'affecter a la machine la moins chargee

Ca c'est simple! ... et ca donne un ratio d'approximation 211!

ILe pompon : en online ca marche aussi !
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Premier algorithme - List Scheduling

Conseil general pour prouver les ratio d’algo d’approx :
Montrer que la solution optimale ne peut pas etre trop bonne, pas
meilleure que...

Donc dans ce cas il faut minorer L*.
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Premier algorithme - List Scheduling

Conseil general pour prouver les ratio d’algo d’approx :
Montrer que la solution optimale ne peut pas etre trop bonne, pas
meilleure que...

Donc dans ce cas il faut minorer L*.

Lemme
o o n
Le makespan minimum L* > r_nalx{t,-}.
=
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Premier algorithme - List Scheduling

Conseil general pour prouver les ratio d’algo d’approx :
Montrer que la solution optimale ne peut pas etre trop bonne, pas
meilleure que...

Donc dans ce cas il faut minorer L*.

Lemme '
Le makespan minimurq L* F m}lx{t,-}.

Lemme om L
i t — ?“‘ ﬂ
Le makespan minimun{ L* > =—. z1
P - s S
m
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Preuve du ratio d'approx

Théoreme
L’algo List Scheduling a un ratio d’approximation 2.
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Preuve du ratio d'approx

Théoreme
L’algo List Scheduling a un ratio d’approximation 2.

émonstration. OLW 944‘0,«];..-. A yarrtt *thf"aﬂr-

ALH! oit_i machine avec la plus grande charge et soit j la derniere

tache qui lui a ete affeetge. ..
On a Vk € Hlv ’77H7 @!IIIIiEEiEE;'Zf;-T__ (J!~¢-,¢n ‘Ja“ 452¢i ti"*k."\‘ﬂl A4

L; 1’ih1‘t‘ ovedt ot Moprsas, Jhalﬁi-;;
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Preuve du ratio d'approx

Théoreme
L’algo List Scheduling a un ratio d’approximation 2.

Démonstration.

Soit i machine avec la plus grande charge et soit j la derniere
tache qui lui a ete affectee.

On aVke ﬂl,m]],L,- — i < L.

D’ou, (L;*Q)ﬁ%ZL,’Z%Zf;.
i i=1

~—
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Preuve du ratio d'approx

Théoreme
L’algo List Scheduling a un ratio d’approximation 2.

Démonstration.

Soit i machine avec la plus grande charge et soit j la derniere
tache qui lui a ete affectee.

On aVke ﬂl,mﬂ,L; — i < L.

D’'ou, (Li*tj)S%ZLi:%Zti-
i=1 i=1

n
Cad Li—t; < % > ti < L* d'apres le lemme.
—

1
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Preuve du ratio d'approx
Théoreme

L’algo List Scheduling a un ratio d’approximation 2.

Démonstration.

Soit i machine avec la plus grande charge et soit j la derniere
tache qui lui a ete affectee. -
OnaVke[l,m],L; —t; < L.

D'ou, (L; — t;) <1ZL 1Zt,

L -
Cad. L;— apres le lemme. - A_f ‘< é

Donc, L; < L* + tj < 2L*, d'apres 'autre lemme. O
l_ {2 U ;
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A-t-on prouve le meilleur ratio ?

® on a prouve p < 2, mais a-t-on p <27
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A-t-on prouve le meilleur ratio ?

® on a prouve p < 2, mais a-t-on p <27
® | faut trouver un exemple ou I'algo donne 2 ou bien
s'approche aussi pres qu’'on veut de 2
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A-t-on prouve le meilleur ratio ?

® on a prouve p < 2, mais a-t-on p <27
® | faut trouver un exemple ou I'algo donne 2 ou bien
s'approche aussi pres qu’'on veut de 2

Exemple : m machines, m(m — 1) taches de duree 1 et une tache
de duree m, qui vient %n dernier dans I'ordre considere.
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‘-f_:3-‘-:!!-..._____--‘- / _52!21~' K 2 P

—— et A=

., p ] APT — /N
2w ALt 271 o=
IH Hn
-] » o/ "
I — By i
\—/‘V\—// \_.__——V\/
N~-1

10/13



A-t-on prouve le meilleur ratio ?

® on a prouve p < 2, mais a-t-on p <27
® | faut trouver un exemple ou I'algo donne 2 ou bien
s'approche aussi pres qu’'on veut de 2
Exemple : m machines, m(m — 1) taches de duree 1 et une tache
de duree m, qui vient en dernier dans |'ordre considere.
Par I'algo on obtient 2m — 1 alors qu'on peut faire m.
2m—1/m — 2 quand m — +o0
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A-t-on prouve le meilleur ratio ?

® on a prouve p < 2, mais a-t-on p <27
® | faut trouver un exemple ou I'algo donne 2 ou bien
s'approche aussi pres qu’'on veut de 2
Exemple : m machines, m(m — 1) taches de duree 1 et une tache
de duree m, qui vient en dernier dans |'ordre considere.
Par I'algo on obtient 2m — 1 alors qu'on peut faire m.
2m—1/m — 2 quand m — +o0

® conclusion : le ratio d'approx de cet algo est exactement 2
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A-t-on prouve le meilleur ratio ?

® on a prouve p < 2, mais a-t-on p <27
® | faut trouver un exemple ou I'algo donne 2 ou bien
s'approche aussi pres qu’'on veut de 2
Exemple : m machines, m(m — 1) taches de duree 1 et une tache

de duree m, qui vient en dernier dans |'ordre considere.
Par I'algo on obtient 2m — 1 alors qu'on peut faire m.
2m—1/m — 2 quand m — +o0

® conclusion : le ratio d'approx de cet algo est exactement 2

® meilleur ratio avec un autre algo?
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Deuxieme algo : Longest Processing

ALGO :
Meme algo que List Scheduling mais avec un ordre d'arrivee des
taches bien choisi : par ordre decroissant des durees.
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Deuxieme algo : Longest Processing
ALGO :

Meme algo que List Scheduling mais avec un ordre d'arrivee des

taches bien choisi : par ordre decroissant des durees.

Durees : 2,3,4,3,5. Ordrgdecroissant : L=(5,4,3,3,2)
(,quk- t:f?jf‘i)
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Deuxieme algo : Longest Processing

ALGO :
Meme algo que List Scheduling mais avec un ordre d’arrivee des
taches bien choisi : par ordre decroissant des durees.

Durees : 2,3,4,3,5. Ordre decroissant : L=(5,4,3,3,2)

Analyse :

® on peut supposer que n > m, sinon |'algo trouve toujours
I'optimal L*
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..
Deuxieme algo : Longest Processing vz WA

AT o fis
ALGO : .
Meme algo que List Scheduling mais avec yfi ordre d'arrivee des ’
taches bien choisi : par or re decr0|ssant es durees. [N
Laz £
Duree?2—3r-445\0rdre ecr0|ssant ; 54,3,3,2) ,
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® on peut supposer quinon I'algo trouve toujofﬂrs-" lk“"
I opt|mal L*

o
° dans -ehacrae machine a une ch ie L (*
d’au moins{t,, + ou L* >ty + tme1 > 2ty |1 2 —
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Deuxieme algo : Longest Processing 9; )
m,

® d'apres |'analyse de I'algo precedent, on a L* @on

L.

peut alors distinguer 2 cas : 4
k, L
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Deuxieme algo : Longest Processing

® d'apres I'analyse de I'algo precedent, on a L; < L* 4 t;, on
peut alors distinguer 2 cas :

> j < m: alors L; n'a qu'une tache, c'est necessairement t; et
L* = t; est trouve par |'algo
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Deuxieme algo : Longest Processing

® d'apres |'analyse de I'algo precedent, ona L; < L* @ gl ;
peut alors distinguer 2 cas :

> j < m: alors L; n'a qu'une tache, c est necessa efnen@
L* = t; est trouve par |'algo

> j>m+1:alors tj <ty < L*/2 et don

ALCé 34, 0PT
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Deuxieme algo : Longest Processing

® d'apres I'analyse de I'algo precedent, on a L; < L* 4 t;, on
peut alors distinguer 2 cas :

> j < m: alors L; n'a qu'une tache, c'est necessairement t; et
L* = t; est trouve par |'algo

> j>m+1:alors tj <ty < L*/2etdonc L; <3/2-L*

® conclusion : p < 3/2
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Deuxieme algo : Longest Processing

® d'apres I'analyse de I'algo precedent, on a L; < L* 4 t;, on
peut alors distinguer 2 cas :

> j < m: alors L; n'a qu'une tache, c'est necessairement t; et
L* = t; est trouve par |'algo

> j>m+1:alors tj <ty < L*/2etdonc L; <3/2-L*

® conclusion : p < 3/2

® A-tonp<3/27
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Deuxieme algo : Longest Processing
® d'apres I'analyse de I'algo precedent, on a L; < L* 4 t;, on
peut alors distinguer 2 cas :

> j < m: alors L; n'a qu'une tache, c'est necessairement t; et
L* = t; est trouve par |'algo

> j>m+1:alors tj <ty < L*/2etdonc L; <3/2-L*

® conclusion : p < 3/2
® A-tonp<3/27

® Oui. On peut montrer p < 4/3.
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Deuxieme algo : Longest Processing T Moo

ALG

—

0.

2 Pt mi2
2m42
d'apres |'analyse de I’a@oprecedent, onal¥Y< %, on
peut alor, distinguer cas j

> i< m? 513?S1L,- n'a qu'un? tache, c'est necessairement t; et
L* = t; est trouve par |'algo
2 ()

> j>m+1:alors tj <ty < L*/2etdonc L; <3/2-L*

1 1 41 b'l MELeeoo.. Lo luy
conclusion : p < 3/2 ]”M 1™ A B
A pt] AT 2 o
A-t-on p<3/2? 2 9 'L,.\.'l ?m-‘l .. 1'7-7.
Oui. On peut montrer p < 4/3. Ym 41 .. 3,,_1.,“'

Et c'est le mieux qu’on puisse montrer : A LG~ L'l‘f"“f/l
m machines, n = 2m + 1 taches, 2 tac de duree m+1,
m+2, ..., 2m et une de duree m. [mu W 0 PT_;mfZ

mi1
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